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ißa die vorliegende Arbeit ans keinem sich selbst her- 
ausstellenden oder irgendwo zur Sprache gekommenen Be- 
dorfnisse hervorgegangen, sondern bloss durch eine zufäl- 
lige Entdeckung 9 welche ich dann weiter verfolgte^ ver- 
anlasst worden ist, und sie demnach jeder Berufung auf 
eine geschehene Anregung oder Aufmunterung entbehrt: 
so möchten wohl einige Worte über den Gegenstand 
selbst, sowie über die Art seiner Behandlung zur Erläu- 
terung der Motive, welche mich bei ihrer Yeröffentlichung 
leiteten, nicht überflüssig sein« Was zunächst den Ge- 
genstand betrifft, so schien mir die Bedeutung der höhern 
Differentialquotienten in der Lehre von den bestimmten 
Integralen und den Reihen, ihre Anwendung zum Aus- 
druck der erstem, und zur Summation und Coefficienten- 
bestimmnng der letztem, namentlich in Rücksicht auf 
den Taylor'schen Lehrsatz, vor Allem jedoch die Her- 
vorrufung der verschiedenartigsten Untersuchungen, wel- 
chen eine erleichterte und allgemeinere Herleitung ihrer 
independenten Ausdrücke ein neues Feld im Gebiete der 
Reihen eröfinet, ihm einen hinreichenden Grad von Wich- 
tigkeit zu geben, um die Voraussetzung eines allgemei- 
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nero Interesses zu recktfertigen. Ganz besonders hatte 
ich hierbei die grosse Menge znm Theil sehr vereinzelt 
vorkommender^ auf Snmmation nnd Umformung endlicher 
Reihen bezüglicher Sätze und Formeln im Auge^ welche 
schon als solche um ihrer durch alle Theile der Analysis 
verbreiteten Anwendung willen wichtig sind^ es jedoch 
noch mehr werden würden^ wenn man sie zu einem Gan- 
zen vereinigte^ ihren Innern Zusammenhang an's Licht 
brächte^ nnd die sich darauf gründende Lehre so viel als 
möglich erweiterte und verallgemeinerte. Zur Gestaltung 
der letztern würde die vorliegende Theorie einerseits 
reichliehen Stoff und neue Gesichtspunkte liefern , aber 
auch andererseits von ihr einen Yorrath von Mitteln zur 
eigenen weitern Ausbildung empfangen ^ so dass beide die 
Aussicht gewährten^ durch gegenseitige YervoUkommnnng 
immer mehr an Bedeutung zu gewinnen. 

Alle bisher angeführten Funkte sind wohl zu jeder 
Zeit ' anerkannt worden; diess beweisen die Bemühungen 
mehrerer Mathematiker^ die zu verschiedenen Zeiten in- 
dependente Ausdrucke für höhere Diifereutialquotienten^ 
öfters mit Aufwand von scharfsinnigen Mitteln, aufgesucht^ 
und theilweise davon den angegebenen Gebrauch gemacht 
haben. Dass man indessen nicht so viel Werth darauf 
gelegt hat^ um ernstlich an eine weitere Ausdehnung sol- 
cher Untersuehungen zu denken, und namentlich eine all- 
gemeine Deductionsmethode zu suchen, mag wohl darin 
seinen Grund haben, dass die complicirte Gestalt der er- 
haltenen Ausdrücke dieselben oft zur Anwendung unge- 
schickt zu machen scheint. Indem mir daher die oben 
erwähnte Entdeckung ein Mittel an die Hand gab, eine 
aUgemeine Methode zur Herleitung solcher Ausdrücke zu 
finden, so war ich, da ieh die Ansicht von ihrer Uu* 



IX 



branchbarkeit nicht theilte, daranf bedacht, die RechnuDg 
mit dergleichen Ausdrucken , welche einer bedeutenden 
Abkürzung fähig ist, auf bestimmte Frincipien zu brin- 
gen. Diese habe ich in der in der Einleitung enthalte- 
nen Theorie des Summenzeichens aufgestellt, und glaube 
durch die im Verlaufe der Schrift angedeutete Anwen- 
dnng derselben die Aussicht zu rechtfertigen, dass man 
nach gehöriger Ausbildung der oben erwähnten Theorie 
der Umformung endlicher Reihen, nicht nur im Stande 
sein werde, die bekannten Eigenschaften von Grössen, 
me z. B. den Bernoulli'schen Zahlen eben so kurz, als 
es bisher auf anderm Wege geschehen ist, aus ihren in- 
dependenten Ausdräcken herzuleiten, sondern auch diesel- 
ben zur Entwickelnng neuer Eigenschaften zu benutzen. 

In der Theorie des Summenzeichens habe ich keine 
wesentlich neuen Begriffe eingeführt, bin vielmehr nur in 
einem Stücke vom gewöhnlichen Gebrauche abgegangen, 
indem ich die beigefügten Grenzen nicht als ganze Zahlen, 
sondern als beliebige reelle Grössen gcfasst habe; eine 
Aenderung, dereu Grund vielleicht nicht augenblicklich 
erhellt, die jedoch bei ausgedehnterem Gebrauche man*- 
chen Uebelstand beseitigt. 

Was nun die Behandlung des Gegenstandes selbst 
betrifft, so war zwar die Mittheilung der Idee der vor- 
herrschende Zweck, doch habe ich ihrer Ausfuhrung eine 
so weit fertige Gestalt zu geben versucht, als es in mei- 
nen Kräften stand, und namentlich in zweierlei Hinsicht 
auf Vollständigkeit gesehen. Einerseits nämlich bestand 
diese in der Berücksichtigung aller möglichen FäUe bei 
der Lösung der gestellten Aufgabe. Da indessen die 
Form der Resultate derselben, wenn gleich aus gemein- 
schaftlicher Quelle entsprungen, doch insofern eine bloss 
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zntällige war, als sich neben ihr noch viele andere den- 
ken liessen, zn deren ErscJiöpfong keine Aussicht vor- 
handen war, so musste andererseits wenigstens darch Anf- 
nahme aller bekannten abweichenden Ansdrncksformen eine 
gewisse Vollständigkeit erstrebt werden. Hieraus entstand 
der zweite, mehr historische, Theil der Abhandlung, den 
ich jedoch dnrch einige eigene Untersuchungen vermehrt, 
nnd, wo es angieng, mit der Theorie in Verbindung ge- 
setzt habe. Aus demselben Gesichtspunkte habe ich schon 
im ersten Theile auf Umformung und Vervielfältigung der 
Ausdrücke hingearbeitet, bald dnrch Einführung willkühr- 
licJier Grössen, bald durch Aufstellung mehrerer Fortnein 
für einen Zweck, welche überflüssig gewesen wären, hätte 
es sich nur darum gehandelt, für jede Function eine For- 
mel zu liefern. Manche der angewandten Mittel znr all- 
gemeinen Durchführung des Planes sind noch Nothbekelf, 
und es werden sich viele Punkt« finden, wo eine Verbes- 
serung oder Erweiterung zn wünschen wäre; möchten 
diese Mängel, die ich keineswegs zn verbergen gesucht 
habe, nur die Veranlassung sein, dass sich bessere Kräfte 
demselben Gegenstande zuwenden. 

Es lag in der Tendenz der gestellten Aufgabe, den 
Anwendungen von PrineijUM der Combinationslefare und 
der Differenzenrechunng entgegenzuarbeiten; aus diesem 
Grunde habe ich, ob sich gleich viele Punkte darboten, 
an sie anzuknüpfen, eine strenge Sonderung von beiden 
Disciplinen beobachtet. 

J>er Verfasser. 



Inhalt. 



Seite 

Einleitung 1 — 28 

Von der Rechnung mit dem Snmmenzeichen 6 

J. Von den einfachen Summen — 

B. Von den Doppel&ummen 9 

C. Von den yielfachen Summen 15 

D. Von der Anwendung des Summenzeichens auf Summen un- 
endlicher Reihen 16 

£• Anwendung des Summenzeichens zur Multiplication der Reihen. 20 

Erstes Gapitel. Von der Zerlegung der Functionen 29 

Zweites Gapitel. Formeln für Summen und Producteyon Functionen. 32 
Drittes GapiteL Entwickelung der hÖhern Diffq. einer Function von 

z nach denen der Potenzen Yon z S4 

Viertes Gapitol. Auf diese Entwickelung gegründete Reductionsme- 

thode. Independente Formeln fiir die einfachen Functionen. . 39 
Fünftes Gapitel. Vereinfachung der Methode in besondern Fällen. 46 
Sechstes Gapitel. Resultirende Formeln mit theilweiser Beibehal- 
tung des allgemeinen Functionsausdruckes 49 

Siebentes Gapitel. Resultirende specielle Formeln. Functionen von 

Potenzen 57 

Achtes Gapitel. Fortsetzung. Functionen von Exponentialfunctio- 

nen 63 

Venntes Gapitel. Fortsetzung. Functionen Ton Kreisfunctionen. . 65 

Zehntes Gapitel. Fortsetzung. Potenzen einiger Functionen. . . 67 

Elftes Gapitel. Neue Entwickelung der gesuchten Coefficienten ti^. 73 



XII 

Seite 



ZwQlftes Capitel. Entwickelang derselben nach höhern Diffq. von 

Exponentialfanctionen « 81 



n 



Dreizehntes Gapltel. Bestimmong Her Grösse C {a ) fdr verschie- 
dene Formen der Fanction i»p 87 

Vierzehntes Capitel. Resaltirende Formeln fdr Functionen yon Lo- 

garithmen 105 

Fnn&ehntes Capitel. Von den Exponentialfanctionen mit yeränder- 

lichem Dignanden 109 

Sechzehntes Capitel. Functionen der Kreisbogen 121 

Siebzehntes Capitel. Von den integralen 127 

Achtzehntes Capitel. Fernere Benotzong der allgemeinen Entwicke- 
lang im elften Capitel 132 

Neunzehntes Capitel. Entwickelang in imaginärer Form. . • . 137 
Zwanzigstes Capitel. Zosammenstellang aller durch andere Me- 
thoden gewonnenen, hierher gehörigen Formeln und Sätze. . 142 
Einnndzwanzigstes Capitel. Fortsetzang. Entwickelang einer eigen- 

thümlichen Form höherer Diffq 149 

Zweinndzwanzigstes Capitel. Eine besondere Formel für die ne- 

gatiren ganzen Potenzen Ton Fanctionen 158 

Dreiandzwanzigstes Capitel. Anwendung der letzten Formel. . . 163 
ViemndzwanzigSteS Capitel. Zusammenstellung aller bekannten 
Ausdrücke für die höhern Diffq. der Secante, Tangente und der 
diesen entsprechenden Exponentialfunctionen 168 



SSlnleltungr. 






Um den Sinn der Aufgabe, um deren Lösnng es sich bandelt, 
gleich Yon Anfang in's rechte Licht zn stellen, und Ton aller Zwei- 
dentigkeit zu befrden, mögen einige kurze Bemerkungen tiber ihr 
Yerhaltniss zu den verwandten Aufgaben der Analysis yorausgehen» 
Sie schliesst sich zunächst an die Elemente der Differenzialrech- 
nung an, wo ebenfalls, jedoch in mehrfacher Weise, YOn höhern 
Differenzialqaotienten gehandelt wird. Hier bleibt für's Erste al- 
les Ton der Betrachtung ausgeschlossen, was sich auf ihren Ge- 
braoch und ihre Eigenschaften bezieht; wir werden es allein mit 
der Bestimmung ihrer Werthe, mit der Auffindung ihrer Ausdrücke 
zu thun haben, aber auch diess nur ih einem bestimmten Sinne, 
h den Elementen der Differenzialrechnung wird nämlich nicht nur 
gezeigt, wie man die Differentialquotienten jeder Ordnung Ton je- 
der Function durch wiederholte Differenziaüon finden könne, son- 
dern auch Beispiele Yon Functionen gegeben, deren höhere Diffe- 
renzialquotienten sich allgemein in yöUig entwickelter Form aus- 
drücken lassen; z. B.: 

^;^ «, a^ (laY, 

Demnach kann man von der genannten Bestimmung zwei Arten 
unterscheiden, die successiye Ableitung und den unmittelbaren all- 
gemeiAen Ausdruck mittelst einer Formel. Die erstere ist als ein» 
bereits YoUständig gelöste Aufgabe zu betrachten; mithin kann 
sich unsere Untersuchung nur auf die zweite Art beziehen, welche 
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zu jener in dem Verhältnisse steht, dass sie die an sich nar spe- 
ciellen Resultate derselben unter einer allgemeinen Fonn Tereinigt. 
Diese Verallgemeinerung ist jedoch noch einseitig; denn sie be- 
schränkt sich auf den Ordnungsexponenten der Differenziation, wäli- 
rend sie, um vollständig zu sein, sich auch auf die möglichen 
Formen der zu differenziirenden Function erstrecken müsste. Es 
handelt sich also darum, die auf die einzelnen Functionen bezüg- 
lichen Formeln, lyenn nicht unter eine, doch unter eine begrenzte 
Anzahl solcher zu vereinigen. Nur dadurch ivird eine Theorie 
der in Rede stehep^en RechnAiogsart mi^glichy die sie bis jetzt 
noch nie gehabt Jiat. In Betreff der erstem Disjunction giebt es 
zivischen beiden Bestimmungsarten eine dritte, die zwar allgemeia^ 
aber nicht unmittelbar ist, nämlich die recurrirende. Bei der Er- 
forschung des Gesetzes, wonach sich die Ausdrücke d^r höheren 
!bifferenzialquolienlen in der successiven Ableitung bilden, fäUt 
nämlich nieisti^ns bald eine, bleibende Form ihrer veränderlichen - 
!Elemente in die Augen, während das Bildungsgesetz der numeri- 
schen Coefficienten bei weitem schwerer zu entdecken ijst. So wird 
Qian z. B. leicht Erkennen, dass die Grösse 

d^. 1 

I > ■ ■ ■ 

. ^ Ate'* 1 + ^r^ 

entwickelt die Form bat: 

Nun lassen sich zwar die Coefficienten j1, ä, C, i.. schwer in 
völlig entwickelter Form ausdrücken, dagegen sehr leicht durch 
Relationen so bestimmen, dass sie für jeden besondern Werth von 
n einzeln gefunden werden können. Sie sind, wie man sieht^'im 
Allgemeinen Functionen mehrerer ganzer Zahlen, für unsern l^all 
kann man setzen A^=^ f{n,\), Ä = /*(/», 2), C'««.y*(/*,^etc., 
und eine Relation der genannten Art wird durch eine Gleichung 
zwischen verschiedenen Werlhen der Function f (n, m) ausgedrückt 
sein, etw4» um es an einem möglichst einfachen Beispiele zu 
zeigen, 

/(», m) = mf{n ^ 1, m) + nf {n, m — 1). 

Eine solche Gleichung heisst ejiae recurrirende, WQiL siir die gßr. 
stifiite Function auf ihre nächst vorhergehe^cft W^be ziMrückr. 



ffüktty daler mlui diese miftebt derselben dareh wiederholte An- 
wendmig in jedem speeiellen Falle — bisweilen anch aUgetnein, 
Wie in «nserm Beispiele — anf f (0, 0) znrQckfOliren kajin. 

6ew5bnHdi reicbt eine einzige recnrrirende Gleicirang nicht znr 1 
Bestiffimung de^'Fnnetion hin, sondern es mllssen mehrere gegeben ^ 
sein. Im Gegensatz zu der Bestimmung durch recnrrirende Glei^ 
chnngen heisst nun der allgemeine Ansdrack der Function , wel^ 
eher das Zeichen derselben nicht mehr enthält, independent. Um 
also die recnirirende Bestimmungsform, welche für unsem Zweck 
nicht genügt y anszoscUiessen, müssen wir die Forderung hinzu- 
tOgtüy dass die allgemeinen Ausdrficke der höhern Differenzial- 
qnotienten independent seien. Will man indessen den eigentliches 
Sinn dieser Beschränkung festhalten, so kann dies nicht ohne eine 
neue gesehc^. Der Begriff eines independenten Ausdrucks lässt 
sfot möglicherweise so weit ausdehnen, dass der wesentliche Un- 
terschied verschwittdet^ und ninr das änsserliche Merkmal der 
Schreibart übrig Meibt. Man kann nämlich jede recnrrirende 
Gleichung auch so schreiben, dass man die unbekannte Function 
einem Ausdrucke gleit^h setzt, in welchem man durch irgend eine 
abkürzende Bezeichnung das ganze SubstitutionsYerfahren andeu- 
tet, welcfresP in jedem Fälle den gesuchten Werth zu geben ge- 
e^et ist Ein solcher Ausdruck ist independent, tnd hat doch 
keinen andcfm Sinn als' die recorrirende Gleichung selbst, hat auch 
in ier Amreadung nichts Tor dieser voraus. Wir dürfen daher 
bei 4em SnsserKchea Unterscheidungsmerkmal nicht stehen bleiben, 
sondern müssep unsyergegenwärtigen, welcher Eigenschaft , die 
independenle Ausdrucksforra ihre rigenthümliche Brauchbarkeit yer- 
dankt. Diese Eigenschaft ist keine andere, als dass das Bildungs- 
gesetz der Ausdrücke ein abgeschlossenes ist, d. h. dass alle beim 
Wachsen der veränderlichen Z^hl n hinzutretenden Elemente des 
Ausdrucks nach demselben unveränderlichen Gesetze entstehen, wel- 
dies schon für die niedemWerthevon » sich kenntlich ausdrückt. 
Im Gegensätze dazu ist das Bildungsgesetz der aus recurrirenden 
Gleicbuigen dureb blosse Substitution abgeleiteten Ausdrücke ein 
pfägiMUites, d. h. in jedem Elemente eines solchen liegt der Keim 
dnet» neuen feiiwickelung nach einem neuen Gesetze. Dieser Untcr- 
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schied musste besonders deshalb henrorgeboben werlra, weil ia 
der Gombioatorischen Analysis Ausdrücke Ton prS^Daatem Bil- 
dungsgesetz Yorkommen, die mao, d4 sie dort ihre Geltung Jiaben, 
auch zur independenten Bestimmung der hohern Differenzialquotien- 
ten angewandt hat; mit den dahin gehörigen Formeln haben wir 
es also mcht zu thun. Nun scheint es ^allerdings zugleich schwer 
und nothwendig zu sein^ eine bestimmte Grenzlinie zwischen bei- 
den Formen zu ziehen. Nothwendig ist es jedoch nur, wenn man 
den gewöhnlichen Weg einschlägt, nämlich den independenten Aus- 
druck aus den recurrirenden Gleichungen abzuleiten; denn dann 
_muss man aus der einen Form in die andere übergehen. Wir 
werden indessen diese Schwierigkeit umgehen , indem wir Mittel 
finden; ohne die letztern zum Zweck zu gelangen. So nämlich 
können wir gleich von Anfang eine bestimmte, einfache Ausdrucks- 
form zu Grunde legen, über deren Bildungsgesetz sich leiclit ent- 
scbeiden lässt, die jedoch nicht zu eng begrenzt sein darf> um 
bis auf jeden beliebigen Grad complicirte Abhängigkeitsarten um- 
fassen zu können. Diesen Bedingungen genügt yoUkommen die 
üntwickelung der zu bestimmenden Grössen in ^dliche Reihen, die 
nach constantem Gesetze ununterbrochen fortschreiten. Diese Ans- 
drucksform, so bekannt und so häufig gebraucht sie auch ist, kön- 
nen wir gleichwohl nicht in der Kürze hinreichend erläutern^ son- 
dern wir müssen sie, um der ausgedehnten und den gewöhnlichen 
Gebrauch überschreitenden Anwendung willen, die wir davon ma- 
chen werden, einer besondern Betrachtung unterwerfen; daher wir 
auch die Begründung des eben Gesagten nicht sogleich folgea 
lassen, sondern später darauf zurückkommen wollen. Die Begren- 
zung unserer Aufgabe können wir hiermit als beendet ansehe: 
sie enthält, den bisher erläuterten Bestimmungen gemäss, die For- 
derung, die höhern Differenzialquotienten — nicht durch successive 
Ableitung, sondern in allgemeinen Ausdrücken. — nicht für ver- 
schiedene Functionen durch ebenso viele Formeln, sondern, so weit 
es sich ausdehnen lässt, für alle Functionen durch eine bestimmte 
Anzahl von Formeln oder Sätzen — nicht mittelst recurrirender 
Gleichungen, sondern independent — und überdiess so zu entwzk- 
keln, dass das Bildungsgeselz der Ausdrücke nicht prägnant son- 
dern von Anfang an abgeschlossen ist. Alles, was v^n früher 
bekannten Resultaten in diesem Sinne die Aufgabe cheUweise zu 



lösen geeignet ist, soll nach Beendigung ibrer allgemeinen Lösong 
mit aufgenommen werden , wobei wir natflrlich Ton der zweiten 
Beschränkung y die sich nur auf die letztere bezieht, absehen 
müssen. 

Da die Reihen, deren Summen die gesuchten Grössen auszu- 
drftcken bestimmt sind« oft sehr comflicirt ausfallen werden, so 
wird uns eine Abktirzung unentbehrlich, die jedoch nicht bloss als 
Nothbehelf dienen, sondern der Kürze, Deutlichkeit und Conse- 
quenz der Darstellung bedeutimd förderlich sein soU^ die wir da- 
her für alle Falle beibehalten werden, ohne fürchten zu müssen, 
einen andern bemerkenswerthen Uebelstand dadurch herbeizufüh- 
ren. Es ist bekannt, dass man, um die Summe einer Reihe ab- 
kürzend zu bezeichnen, Tor deren allgemeines Glied das Zeichen 



y 



setzt, und den Anfang und das Ende der Reihe besonders 



andeutet; auch ist klar, dass hierdurch das Fortschrei tungsgesetz 
derselben deutlicher ausgedrückt wird, als durch die YoUständige 
Schreibart. Gleichwohl glaube ich aus dem Umstände, dass man 
diese Bezeichnung in der Rechnung gewöhnlich wieder fahren lässt, 
schliessen zu dürfen, dass man den Nutzen derselben, der eben in 
der Rechnung am grössten ist, noch nicht in seiner ganzen Aus- 
dehnung erkannt hat Aus diesem Grunde hielt ich es für 'ange- 
messen, eine Theorie des Snmmenzeichens yorauszuschicken, und 
dadurch zu zeigen, wie sich alle algebraischen Operationen mit 
Summen endlicher Reihen, die überhaupt allgemein ausführbar 
sind, nicht allein mit Beibehaltung der genannten Abkürzung be- 
werkstelligen, sondern auch auf ganz leichte Operationen zwischen 
den allgemeinen Gliedern und zwischen den Grenzgleichungen zu- 
rückführen lassen. Es bedarf wohl kaum der Bemerkung, dass 
die Theorie des Summenzeichens, welche in der Differenzenrech- 
nung gegeben wird, eine wesentlich andere Tendenz hat, als die, 
woTon hier die Rede ist. 



» 



! ^ • 



Von der Rechnung mit dem Summelizeicben. 



'^H 



A. Ton den eingehen Smifien. 

Die Snmme yon ti^ (einer beliebigen Function det ganzen 
Zabl ^) nach dem Index X: zwiscben den Grenzen a nnd ^^ ge- 
scbrieben 

^^ Uj^ oder ^^ 

bedeutet die Summe aller Werlhe, lyelcbe u^ annimmt, wenn man 
für k alle ganzen Zahlen setzt, die der Bedingung a ^ k '^b 
genügen, u^ he.isst ihr allgemeines Glied, und die dem niedrig- 
sten und höchsten Werthe von k entsprechenden Werthe von u^ 
ihr erstes und letztes Glied. 

Anmerkung. Wenn keine ganze Zahr die genannte Bedin- 
gung erfüllt, so ist die Summe «»= zu setzen. 

Ein Factor vor das Summenzeichen geschrieben« bezieht sich 
ohne Parenthese auf die ganze Summe. 

Die folgenden Sätze ergeben sich sogleich aus der Definition. 

$. 2. 

Für den Index einer Summe kann man, ohne deren Werth 
zu verändern, die Summe desselben und einer positiven o4er ne-. 
gativen ganzen Zahl substiluiren. Aus den Gren^gleichungen h^t 
man zugleich die neuen Grenzen zu entwickeln; desgleichen in den 
folgenden Paragraphen; z. B. 

k^=^b k±n^=^b k^^b + n 

k^=^a k±n'=^a k'=^aTn 



Ebenso kann man für den Index einer Summe die Differenz 
einer ganzen Zaiil nnd des Index subsliluiren^ indem man zu glei- 
cher Zeit die beiden Grenzen mit einander Tertauscbt; z. B.: 



f 4. 

Wenn t#^ für jedes ungerade k yerschrnndet, so kann man 
2k für k siibstituiren; z. B.: 

k^b U^b X— ~ 



Vi 



^=a 2^«B»a ^'**"q* 

Wenn hingegen u^^ für jedes gerade k verschwinBet^ so kann 
maii 2^ ± 1 für ^ subsiituiren ; z. B. : 

k^i 2>&±i— * ^^^^ 

y- "* — ^^ «^2Ä±i = ^^ ^ «'2Ä±i 

wenn f/g* = ^ 

Aus beiden Sätzen zusammen ergiebt sich der folgende* ohai? 
jene Beschränkungen: 



2 2 

**2Ä-M 






Es ist klar, dass dieser Satz auch hätte aUgemeioer ausge- 
spröden werden können; um der häufigen Anwendung willen ist 
er jedoch in^ dieser speciellen Form aufgestellt worden. 

§. &. 

Ist n eine ganze, c eine gebrochene Zahl, beide zwischen a 
und 6 enthalten, so ist 

Jk'^i Ä«-B» ^^==6 

*. 6. 

Summen zwischen gleichen Grenzen werden addirt^oder sub- 
trahirt, indem man ihre allgemeinen Glieder addirt joder snbtra- 
hirt; z. B.: 

k^=^b k^^b k^^b 

k^^a k^=^a k^^=^a 

#. 7. 

Gleiche Grössen nach derselben darin enthaltenen allgemei-' 
neu Zahl zwischen denselben GiTenzen summirt, geben gleiche 
Summen; z. B. wenn u^ «=s v^ ist, so ist auch 



2^"* -2"' 



Um sich Ton der Richtigkeit dieser Sätze zu überzeugen, 
braucht^ man nur statt der Summen die ganze Reihe ihrer Glieder 
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ZQ schreiben; duin würden sftmmtliclie aofgestelUe CHeiehnngen 
identisch werden. 

f 8. 

Jeder Factor^ der Tor dem Snmmenzeichen steht, kann auch 
Mnteir dasselbe geschrieben werden; und umgekehrt kann man je- 
den Yom Index unabhängigen Factor des allgemeinen Gliedes auch 
for das Snmmenieichen rücken; z« B.: 

Jk—6 Jk—6 

A ^^ u^ — ^^ A u^ 

Hierin liegt nftmlich weiter nichts als die einfache Regel der 
algebraischen Moltiplieation. 



B« Ton den Doppebnmmen. 

§.9. 

Ist ein Factor des allgemeinen Gliedes einer Summe selbst 
eine Summe, so heisst jene eine Doppelsumme; und, bezüglich 
auf einander, die Yon ihr inYoMrte die erste, sie selbst die zweite 
Summe. Die Indices beider Summen müssen nothwendigerweise 
mit Terschiedenen Buchstaben bezeichnet werden. Die allgemeine 
Form einer Doppelsumme wird sein 

y^ ^H ^^ «'a oder ^^ uj^ ^^ v^ 



k'^a h^^c. 






wo die Summe nach dem Index h die erste^ die nach dem Index 
h die zweite ist. 



I 
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Alle vorhergehenden Sätze tod den einfachen Summen lasset 
sieh nan auf jede der beiden Summen einzeln anwend^tr, ans de* 
nen eine Doppelsumme besieht. Daraus lassen sich folgende neue 
Sätze ableiten. 

§.10. ^ 

Sind die Grenzen der ersten Summe unabhängig' voth Index 
der zweiten, so kann man beide Summenzeichen Tertauschen,' ohne 
den Werth der Doppelsumme zu yerändern; z. B.: 

k 

Die Grösse u^ muss natürlich hinter dem SummenzeichDB ftehen 
bleiben, yon dessen Index sie abhängig ist, Tjr^il sie sonst keinen 
Sinn hat. 

Beweis. Nach §.8. ist 

k^b h^d k=b A=rf 

k 

Bezeichnet man diese Grösse durch S^ und wendet $. 1. auf die 
erste Summe an, so ist, indem e?' und d' die kleinste und grösste 
ganze Zahl zwischen c und d bezeichnen, 

k^b \ "■ ■ 



^«*^-*-^'5^«*4 



2"*^^*=^ 2"**'* 



= ^^ \U^ V^ + «^ V^. + ... 4- «* »tfj 



S 

daher nach §. 6. 



^^ — ~ Ä ^^T Ä ^sZ Ä 



k'r^^b k=^b . k-^^b 

S 

k'^==^a k^=a k^'^a 

was man nach $. 1. auch schreiben kann: 

h^=rd' k=^c 

S 



^^^_ X '"^""^ 



k^^a 



il 

oder, weil zwiscto « nnd o', d oid d' keiie ganten Zahlen 

liegen, 

h^d k-~b 

#11. 

Es seien ferner die Grenzen der ersten Summe ablängig vom 
Index der zweiten; es fragt sich, ob die Yertauschung der Sam- 
menzeichen aucb dann noch statthaben kann? 

Es sei 



Ä — > > 4 



-2 > 



wo der Factor c#^, der zur Allgemeinheit nichts beiträgt, mit r^ 
Tereinigt worden ist. Es sei ferner, wenn k alle seine Werlhe 
Ton a bis b durchläuft, c den kleinste Werth yon c^, und d der 
grö«sle Ton i/^. Setzt man c fQr r^, 4 für «f^» so wird iS> nn- 
yerändert bleiben, wenn man die Bedingung hinzufügt, dass alle 
hinzugetretene Glieder -"> sind, d, h. dass Vj^ für h <C. c^ 
und }Qr A ^ d^^ yerschwindet; demnach ist 

Jk-^ö h=d 

unter der Bedingung «^^ «= für | * 

Diese Gleichung würde offenbar auch noch gelten, wenn c klei- 
ner als das Minimum yon e^ und d grösser als das Maximum ydn 
dj^ wäre. Da jetzt alle Grenzen unabhängig sind, so darf man 
nach §. 10. die Summenzeichen vertausche ^ und es ist 

unter der obegenamiea Bedingung. 
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Um diese Bedingang entbehrlich za machen, mass man diejenigen 
Glieder wegschaffen, aaf die sie sich bezieht. Diess geschieht, 
indem man die k in solche Grenzen elnschlibsst, dass h weder 
<C c^ noch >> d^ sein kann. Man hat daher zu setzen 

i/^ ^ h ; e^'^ h 

nnd die«^ so zu bestimmen, dass sie sowohl diese Bedingangen, 
als auch die andern 

k ^ a ; k '^ b 

erfüllen. Sollten sich diese 4 Bedingungen Widersprechen, so 
könnte diess erstens mit den zwei letzten der Fall sein, aber 
dann würde sowohl der ursprüngliche als auch der resultirende 
Ausdruck yon iS i»» sein. Es bleibt daher nur übrig, dass 
entweder die erste oder die zweite Bedingung um der übrigen 
willen nicht erfüllt werden könnte. Dann wäre für irgend ein h^ 
aber für jedes k 

entweder d^ <^h oder c^'^ h 

k . 

Da nun für ein solches k die Grösse c^^ yerschwindet, so würde 
für ein solches A die ganze Summe nach k yerschwinden müssen/ 
was mit der resultirenden Form vollkommen übereinstimmt. 

Ans dem Bisherigen ergiebt sich folgende Lösung der m 
Anfang des Faragraj^hs gestellten Frage. 

Um die Summenzeichen einer Doppelsumme von der Form S 
zu vertauschen, nehme man das Minimum von c^ oder eine noch 
kleinere Grösse, und das Maximum von dj^ oder eine noch grös- 
sere Grösse zu den Grenzen der A, und bestimme die Grenzen der 
k so, dass die letztern den 4 Bedingungen genügen 

d^^h;c^^Ä;^^a;^^* 

Ist Cj^ oder d^ unabhängig von ky so vereinfacht sich das Ver- 
fahren insofern, als respective die zweite oder erste Bedingung 
wegfällt, weil sie schon durch die Bestimmung der A er£üllt wird. 

§. 12. 

Obgleich die Grössen Cj^ und d^^ als ganz beliebige Functio- 
nen von k betrachtet worden sind, so ist doch der Fall, wo diese 
linear sind, fast der einzige, welcher vorkommt. Es würde nun 



13 

zwar leicht sein» aus der allgemeinen Ref el die diesem Falle ent- 
sprechenden Formeln herzuleiten; indessen würde diess nicht die 
Mtthe lohnen, da man neun Falle unterscheiden müsste. Wir wol- 
len daher nur einige derselben betrachten, die öfters Torkommen 
werden; es wird dabei namentlich darauf ankommen, die 4 Be- 
dingungen durch 2 zu ersetzen, so dass die Doppelsumme nach 
Verlauschung der Summenzeichen ihre Form behalt. Es sei also 

1) c^^e ; 4^^dk+f 

wo </ >* 0, demnach 






h 



Das Minimum Ton Cj^ ist e selbst, das Maximum yon d^^ ^ d^+fy 
daher sind die Grenzen der h 

e^h^ db+f 

Die Bedingungen für die k sind 

dk +f ^ h ; Jk^a ; k^b 

oder anstatt der ersten 

Um diese mit der zweiten yereinigen zu können, muss fttr jede^ 
h sein 

entweder — ~'^ ^ a oder — ^^^ ^ a 

9 

Die letztere dieser beiden Bedingungen ist unmöglich zu erffillen; 
denn setzte man für A sein Maximum, so müsste auch b ^ a, 
also jS BS sein. In Betreff der erstem hat man zu setzen 



Demnach wird, wenn e — /* ^ 0^ ist, die Bedingung k 

durch die andere k ^ -h^ mit erfüllt, und man hat 

d 
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k 



2:2 -5: 2 '' 



^~ d 
UBter der Bedingang e — f^ ad. 

2) Es sei c^t»^ ck^e ; rf^ =s ^ 
wo c > 0, und 



2 2 "' 



s- . 



Die Grenzen der h sind offenbar 

e?a + ^ ^ Ä ^y 

die Bedingungen für die ^ 

ck -^ e ^ A ; ^ ^ a ; k ^ 6 
oder statt der ersten 

A — e 
e 
Um die letzte Bedingung dnreh diese zu ersetzen ^ innss sein 

A — ^ = f — ^ 

C '^ C 

f c 

denn unter der Bedingung, dass "^ ^ b ist, ist auch stets 

c 

k ^ b^ wenn k ^ ist; folglich hat man 

c? 

. A — e 

unter der Bedingung: /* — e ^ bc. 



- \ 



tö 



. et« Tob 4«i lAelftdiea Suuiei. 

§. 18. 

Eine ^fache Summe ist eine Snmme, deren allgemeines Glied 
eine m— rlfacbe Summe znja Factor hat. Di^ allgemeine Form 
einer vielfachen Summe i&t 

^»•« A«»« /i««^ ^— «f» 

wo c und «? Yon ^, ^ und f Ton ^ und A u. s. w., m und n 
Yon allen Indicibus ausser y af»hängen kennen. 

Unter den in einer vielfachen Summe enthaltenen einzelnen 
Summen heisst diejenige die erste, deren allgemeines Glied keine 
Summe enthsdt, die, deren allgemeines Glied die erste Summe 
enthält, die zweite u. s. w. 

Durch wiederholte Anwendung von $. 8. auf eine vielfache 
Summe erhält man folgeiden Sata^: 

In einer vielfachen Summe kann man die vor, hinter und 
zwischen den Summenzeichen stehenden Grössen, so wie auch be- 
liebige Factoren derselben, unter einander beliebig vertauschen und 
an beliebigen Stellen zwischen die Sammenzeichen setzen, wenn 
nur keine Grösse vor ein Summenzeichen zu stehen kommt, von 
dessen Mex sie abhäiigigist 

#. 15. 

Durch wiederholte 'Anwendung >on §. 10. auf eine vielfache 
Summe erhält man folgenden Satz: 

^ In einer vielfachen Summe kann man die Summenzeichen be- 
Hebig unter einander vertauschen, wenn man nur die Reihenfolge 
deijenigen nicht ändert, deren Grenzen und Indices von einander 
abhangig sind. Indessen kOnn^ auch diese je zwei vertauscht 
werden, wenn man nur die Regel von $• 11. beachtet. 
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p. Ton der Anvendong des Sammeiiieicheu auf Snmmeii 

nnendliober Reihen. 

«. 16. 

£s ist klar, dass die bisher aufgestellten Sätze mit Aas- 
nalime yod §. 10. 11. 12. 15. aucb für Sammen unendlicher Rei- 
hen gelten. Ein Zfreifel, ob die Reihen bei den Torgenommenen 
Verändernngen conyergent bleiben, kann nämlich Qnr da entstehen, 
wo sich die Reihenfolge der Glieder ändert, und diess ist bei der 
Vertauschung der Summenzeichen der Fall. Was diese betrifft, 
so gilt folgender Salz: 

In einer Doppelsumme, Ton deren Grenzen beliebige unend- 
lich sind, kann man die Summenzeichen nach dem in §. 10. II. 
beschriebenen Verfahren Tertauschen, wenn nur nach der Vertau- 
schung die Glieder der ersten Summe eine conyergente oder end- 
liche Reih^ bilden. In diesem Falle ist nämlich stets die zweite 
Summe conyergent. 

Beweis. Sind für's Erste alle Grenzen unabhängig, so kann 
man folgende 4 Fälle unterscheiden. 

1) Es sei yon den 4 Grenzen der Doppelsumme 
allein d ^'^ oo^ Oy by c hingegen endliche grossen. Setzt man 

so yerschwindet r^^ für » -« cx), daher ist 



k 
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»•« + ^ > «>* 

und da der erste Theil der rechten Seite für n — oc Terschwin- 
det, so conyergirt die zweite Summe, imd man hat 

f 2) a und b seien endliche Grössen, <? >— — oc, d nach Ge- 
fallen endlich oder unendlich. Setzt man 

h^d h^d 

k "^^ * 





V 



k 



so yerschwindet r^ für n — oq, nnd es ist 

jk^b A—d 

k^b k-^b h'-d 

>fc=a ife— a h—n 

und da man die Summen auch yertauschen kann, wenn d *^ oo 
ist, so ist femer 

2 
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also wie vorher 

3) a sei eine endliclie Grösse, ^ tr=s oo, ^ nnd d nach Ge- 
fallen endlich oder nnendllch. Setzt man 

_ ft 



-*« + 5^ ^''' 



A 

so Terschwindet ^^ für ^ »« oc, und man hat dem eben bewie- 
senen zufolge 

h^=^d k^==^n 

k 

Da nach der Annahme die erste Summe conTergirt, so hat man, 
wenn n *=» oo wird, 



*-^-+^2"' 



.-y y«: 



4) Es sei a — — oo, 6, c, d nach Gefallen endlich oder 
unendlich. Setzt man 



^.^ >l= 








h 



V 



h 



WO Ä^ für »«=^cx> verschwindet, dann ist nach dem eben be- 
wiesenen 

h^d k^b 



-Än + 2^ ^^/ 



A—bC /f«=a — 



/» 
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und, weil nach der AnnaliiDe die erste Samme coBTergirt, so bat 
man wie Torher 

k 

s 



-^2 4 

Nun bleibt noch der Fall übrig, wo yoa den Grenzen der ersten 
Summe die eine oder die andere Yom Index der zweiten abhängig 
ist. Es sei also 

wo jede der Tier Grössen a, b^ b^^ d^ endlich oder nnendlich 

sein kann. Es seien ferner a^^ b^y c^ d X\t Grenzen, welche 

sich respecÜTe für die k und die h aas dem Verfahren Ton §. 11. 

ergeben würden; dann erhalt man ebenso wie an der angeführten 

Stelle 

k—b h^d 



2^'. 



* [h>d 

mit der Bestimmung, dasa t;^ «». für \l^ * 

Da jetzt die Grenzen e^ d constant sind, so kann man die Snm< 
menzeichen yertanschen, sobald man weiss, dass 

k^b 

h 



y 



^h 



k^^a 

einen endlichen, bestimmten Werth hat; nach der Annahme ist 
diess der Fall bei der Summe 



2 



*'» 



20 

Beide Ausdrücke sind aber idenüscb, da die Glieder, welcte der 
erstere überschüssig hat, ««0 gesetzt worden sind. Folglich kann 
man die Snmmenzeichen yertauschen, und erhält 



^-2 5!"' 

mit der obigen Bestimmung; oder 

h*^d A-=Ä^ 

womit der Satz für alle möglichen Fälle bewiesen ist So oft 
man also in Doppelsnmmen die Summenzeichen vertauscht, und zur 
ersten Summe die einer unendlichen Reihe erhält, so hat man stets 
deren Convergenz yon Neuem zu prüfen, nie aber die der zwei- 
ten Summe. 



K. Anwendung des Snmmenzeichens znr Hnltiplicatton der 

Reihen. 

#. 17. 

Wenn in einer vielfachen Summe 

^«=Ä h^=d fn=f 

k'^a A'^c m^^e 

nicht nur alle Grenzen constant sind, sondern auch die Grössen 
^k> *'a' *^m> ••• einzig und allein von demjenigen Index abhän- 
gen, welcher dem unmittelbar vorstehenden Summenzeichen zuge- 
hört: so ist die vielfache Summe gleich dem Producte der ein- 
fachen Sunmuen 



^^ •••• 

ftt 
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k^b h^d m^f 

Da n&mlicli (um bei der dreifachen Samme stehen zn bleiben) die 
ganze erste Summe Tom Index der zweiten unabhängig bt, so 
kann man sie ab gemeinschaftlichen Factor aller Glieder der zwei- 
ten absondern nnd mit der ganzen zweiten Summe mnltipliciren; 
also 





^k > ^' 



-{^")(Z") 



Ans demselben Grande ist die zweite Summe ein Factor der drit- 
ten; folglich 

-&.)(^'.)(2:-) 

Bei einer mehrfachen Summe würde man leicht eben so weiter 
schliessen können. 

§. 18. 

Aufgabe. Das Product beliebig Tieler, nach Potenzen einer 
Grösse geordneten , einfachen Summen nach Potenzen derselben 
Grösse zu entwickeln. 

Der Einfachheit wegen wollen wir nur ein Product Ton 3 
Factoren nehmen; diese werden, nach Potenzen Ton x geordnet, 
folgende Form haben: 



JuX^ ; #'— > B^af 
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," » ^*^ -o „k 



Drückt man die TerscMedenen Indices durch rersoliiedene Bach- 
staben ans, so bat man nach §. 17. 

k=n A=^n' pt^-n" 

"'*" ~ ^ ^*^* ^ ^*^ ^gp^ 
A^^^^m h^^ni p^^m'' 

Das ist nacli §. 14. 

k=^m h^'^m' p^=^m" 
Setzt man /i — h — ^ für /?, so erhält man nach §• 2. 

Nun yertansche man das erste Summenzeichen mit allen ttbrigen, 
so dass es an's linke Ende zu stehen kommt, so erhalt man nach 
einander 

p — k — //' ^ Ä ^ p — k — j»" 

p—k~n"^ h'^p-k—m" 
p — n—n' ^ ^ 5 p—m—m' 
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oder 

—n'—n ^k^ p—m'—m'* 



s $'%" 



Die Summe nach p ist die eiher nach Potenzen ymi x geordneten 
Reihe, deren Ton x unabhängige Ck)efficienten allgemein durch die 
Doppelsnmme nach k aasgedrückt sind. Diese specielle Lösung 
der Aufgabe wird hinreichen, um nicht nur das Verfahren für je- 
den andern Fall deutlich zu machen, sondern auch den resoltiren- 
den Ausdruck der allgemeinen Lösung im Voraus übersehen zu 
lassen. Sind #j, $^y tf^, ... ^^ ... 9^ Summen, deren Glieder 
nach Potenzen yon x geordnet sind, so wird die allgemeine Form 
einer solchen sein: 



^-^ \^ 



nod man wird erhalten 



k.—m^ 



*1 *2 *3 • • • *r 






*» 



r— 1 r 
kj> 1 kp—hi — h% — • • • Ky — j 



y 



für »=-r— l,r— 2,....3,2,1 
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f 19. 

Sind melirfache Sammen zn moltipIicireDy so ändert sich das 
Verfahren nicht. Die vielfache Snmmey welche man erh&lt, wenn 
man alle Factoren neben einander schreibt, drfickt jedesmal das 
Frodoct derselben ans. 

Um sich dayon zn überzengen, mnss man sich yergegenw&r- 
tigen, dass eine yielfache Summe keinen zweideutigen oder ver- 
schiedenen Sinn annimmt, wenn man einen zwischen zwei Snmmen- 
zeichen stehenden Factor in eine Reihe entwickelt, und deren Samme 
an seine Stelle schreibt; dass z. B. 



wenn « «= ^^ w^ ^ 






"""' "» — h ^ »« M«. 






k^b m^f h^d 

H 
^ ^h 

k*^a m'^e h'^^e 

ist Nämlich das allgemeine Glied der 3(unme nach k^ welches i 
du Prodnct der Factoren 

h~^d 

k 



^H ""<• ^ -A 



y 



ist, kann nach §. 17. dnrch die Doppelspmme ansgedrflckt werden, 
welche das allgemeine Glied des zweiten Ausdrucks von t dar- 
stellt. Da also die allgemeinen Glieder beider Ausdrticke von t 
gleich sind, so sind es nach §. 7. auch die Summen selbst. 
Wären nun z.B. die beiden Doppelsnmmen 
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' " 5^ *'« ^ ""n 



ZU mnltipliciren, so setze man die aUgemeinen Glieder >— Uj^y 
V y so ist nach §.17. 






^-^".^ 



Jetzt kann man naeh dem eben bewiesenen {7^ dnrcb seinen Werth 
ansdrflcken, was in Bezng aof F^ keinem Zweifel anterworfen 
ist; daher hat man 

" - ZJ* Z.'^ ZJ' 2L'' 

Ebenso würde sich das Gesagte für mehr als 2 Factoren nnd für 
mehrfache Summen bestätigen. 



Nach Aufstellung dieser Sätze und Erläuterung der dahin ge* 
hörigen Begriffe und Bezeichnungen wird es leichter sein, etwas 
Bestimmtes über die Torher besprochenen Gegenstande zu sagen. 
Was zunächst den Gebrauch des Summenzeichens betrifft, so em- 
pfiehlt er sich durch folgende Punkte. Das Summenzeichen ist eine 
Abkürzung, die man in Gedanken leicht in die vollständig ausge- 
schriebene Form umsetzen kann, so dass durch sie die deutliche 
Vorstellung yon der Bedeutung der bezeichneten Grösse nicht rer- 
loren geht; ja sie hat sogar in dieser Hinsicht bei einiger Uebung 
Yor jener den Vorzug, besonders wenn man es mit complicirten 
Ausdrücken zu thun hat. Femer wird man durch diese Abkür- 
zung in den Stand gesetzt, yielfache Summra, die sich nicht aus- 
schreiben lassen, nicht nur auszudrücken, sondern auch in der 
Rechnung zu behandeb; man ist daher nicht genöthigt, diese 
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complicirten Formen zu vermeiden, and die Aaflösung yon Proble- 
men , welche dieselben erfordern , aus diesem Grunde aufzugeben. 
Ueberbaupt wird durcb diese Abkürzung ein strictes und regel- 
rechtes Verfahren, im Gegensatz zum inductiven, begünstigt. Da- 
Ton haben wir ein Beispiel in §. 18., andere werden späterhin vor- 
kommen; es würden deren aber noch weit mehr sein, wenn wir 
öfter recurrirende Gleichungen zu behandeln hätten. Aus diesen 
und andern Gründen zeigt sich die genannte Bezeichnung geeignet, 
in allen Fällen, wo Reihen mit yeränderlicher oder allgemein aus- 
zudrückender Gliederzahl vorkommen, mit Nutzen angewandt zu 
werden, ausgenommen etwa, wo nur die ersten Glieder einer Reihe 
in Betracht kommen. Insbesondere aber entspricht sie unserem 
Zwecke sehr, indem sie die Bildungsgesetze, so viel deren in einem 
Ausdrucke unabhängig neben einander bestehen, gesondert darstellt. 
Denn da das Fortschreilen der in einer vielfachen Summe enthal- 
tenen Reihen allein in dem Wachsen der darin vorkommenden ver- 
änderlichen Zahlen oder Indices besteht, so sind in einer solchen 
ebenso viel unabhängige Fortschreitungsgesetze, als Indices oder 
Summenzeichen. Demnach wird das Bildongsgesetz eines Ausdrucks 
in dieser Form ein abgeschlossenes sein, wenn die Anzahl der 
Summenzeichen constant ist, oder, um das Kriterium sogleich auf 
Ausdrücke der höhern Differentialquotienten anzuwenden, wenn jene 
vom Ordnnngsexponenten unabhängig ist. 

Jetzt bleibt uns nur noch übrig, einige Bezeichnungen fest- 
zustellen, die wir von Jetzt an unverändert beibehalten wollen, und 
an einige bekannte Sätze zu erinnern, die in der Folge häufig in 
Anwendung kommen werden. 

Der Ute Differentialquotient von y nach x wird bezeichnet durch 

dx^ 

und seine Bedeutung auf die der successiven Differenziation, die 
Wir stets als bekannt voraussetzen, durch folgende Gleichungen 
zurückgeführt: 





dx 


Ohf 


dx 



dx^ dx 
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d^ 

'^ dx^ 
dx 


etc. 


• • 


• 


d^y 




dx"-^ 



dx^ dx 

Ausser dieser Bezeiclinung werden wir ms jedoch aadi einer an- 
dern bedienen, nftmlich 

>^w - ^^ 

indessen kann dieselbe nur da gelten, wo die unabhängige Verän- 
derliche allein unter dem Functionszeichen steht 

Man kann die höhern Differentialquotienten auch allgemeiner 
auf die niedern zarückführen^ nämlich durch die Gleichung 



dx^ dx^ 

Diese Gleichung kennen wir schon für ^ i=» 1 , da ist 

d^y rfr«-* 



dxf^ dx 

Nimmt man an, dass sie für den nächst niedern Werth von k 
richtig sei, so ist, wenn man zugleich n — 1 für n setzt, 

dx"^-^ dx^-^ 

Substituirt man diesen Werth in die TOrhergehende Gleichung, so 
erhält man, der Definition gemäss, die zu beweisende Formel. 

Ferner ist bekannt, dass wenn für jeden Werth Yon x zwi* 
sehen beliebigen Grenzen y<«», auch für jeden Werth yon x 

zwischen denselben Grenzen -7^ «= --— ist; kurz, dass man 

ux ax 

jede für eine darin enthaltene Grosse allgemein gültige Gleichung 

differenziiren kann. Thul man dies mehrmals, so ergiebt sieh, dass 

unter der genannten Voraussetzung 
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lieber den Gebraacli der Bachstaben wollen wir folgende Be- 
stimmnngen treffen, g^ h^ ky m, n^ p^ $r, r, /li, v sind stets 
ganze Zahlen, x ist im Allgemeinen die unabhängige Veränder- 
liche derDifferenziation; wo eine zweite vorkommt, wird sie darch 
$ bezeichnet; u^y^x sind Functionen von x^ 09^9^9 "9/^9/9 ^9 
By D Gonstante zu x und $; ^ 9 sind Functionszeichen; / be* 
zeichnet den natfirlichen Logarithmus, dessen Grundzahl ^ ist; n 
fat die halbe Kreisperipherie für den Radius «»1; i steht für 
|/ — 1. Binomialcoefficienten werden geschrieben nm oder (a)«», 
wo die Klammem im Fall einer möglichen Verwechselung dazu 
dienen, die specielle Bedeutung des Index m Ton der allgemeinen 
zu unterscheiden. Definirt ist (a)ni durch folgende 3 Gleichungen 

a(a-l)(a— 2),..(a— m+1) 
^"^^m 1.2.3... m 

(«)• - 1 

(a).^ — für m > 

Von Eigenschaften dieser Grössen sind folgende zu nennen: 

1) Für beliebige Exponenten a 

(»)« =• (—1)« (m— 1— a)« 

2) Für ganze positive Exponenten n 

{d)nfha "*=• (»)m(» — «»)n-iii 
«n+ni — für f» > 

3) Für einige specielle Werthe des Exponenten 

(-1)« - (-1)« 

(-y)„-(-l)'»(2«»)»2-2« 

Diese Formeln ergeben sich sehr leicht, wenn man für die 
Binomialcoefficienten ihre Werthe setzt. Wir werden sie in der 
Folge als bekannt voraussetzen, ohne darauf zurück zu verweisen. 



Erstes CapIteL 

Von der Zerlegung der Functionen. 



Die AnfBadmig der indepeiideiiteii Ansdrflcke fQr höhere Dif- 
fereDÜalqootieDteii kann nach den in der Einleitang getroffenen 
Bestimnmngen ab eine dem einfachen Differenziiren zur Seite ste- 
hende Operation angesehen werden. Hier wie dort handelt es sich 
dämm» jede mögliche Form yon Functionen in der Anfstellnng der 
Regeln zu berücksichtigen. Ob sich nun gleich diese Formen nicht 
erschöpfen lassen y so löst doch die Differenzialrechnang ihre Anf- 
gabe mittelst weniger Formeln, anf einem Wege, den wir, nm auf 
demselben anch zu unserem Ziele zn gelangen, nAher betrachten 
wollen. Man kann jede explicite Function als ans gewissen ein- 
fachen Functionen zusammengesetzt betrachten, deren überhaupt 
nur eine begrenzte Anzahl existiren können, insofern die Möglich- 
keit, eine Function explicite auszudrücken, auf ihrer Zurflckftth- 
mng auf bekannte Functionen beruht. Es kommt daher nur dar- 
auf an, die Differentialquotienten der zusammengesetzten Functio- 
nen auf die der einfachen zurückzuführen, aus denen sie bestehen. 
Hier wollen wir zwei Fälle unterscheiden, je nachdem die unab- 
hängige Veränderliche in einer Function ein oder mehrmal yor- 
kommt. Im erstem kann die Reduction jederzeit mittelst der Formel 

dy dy d% 

dx dz dx 

geschehen. Wenn z. B. die Function 

y «so [a + lMinoxy 

gegeben ist, so kann man, um sie in einfache Functionen zu zer- 
legen, setzen 
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und erhalt nach der genannten Formel 

dy dy dx^ ^ dx^ dx^ dx 



2 



etc. 



dx dx^ dx dx dx^ dx * 

dx ^ dx ^ 

dx dx 

nnd nach gehöriger Substitution 

dy d .x^^ €/(g + ;ra) dlx^ rfsin^r^ d.ax 

dx dx^ dx^ * dx^ dx^ dx 

Die Factoren dieses Ansdmcks sind für jeden Fall darch folgende 
Formeln gegeben: 

d{a^x) _ 



dx 


* 


d.ax 




dx 


r a 


d.x^ 
dx 


a^-* 


d.e^ 
dx 


e^ 


dsinx 
dx "^ 


cos^ 


dlx 


1 


dx 


X 


daxcigx 


1 



dx l+^r- 

Den zweiten Fall, wo die Veränderliche mehrmals in einer Func- 
tion vorkommt, wie z. B. in 



,-{ 



-+4-)" 



kann man zwar durch partielle Differenziation auf den ersten zu- 
rückführen; denn es ist 

T :jz r 



dx dxi dx^ dx 



3 
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wo nach der Differenziation ^^-n^r.s»»^, >-"^4 za setzen ist 
Allein bei den höhern Differentialqnotienten, wo wir uns anf Func- 
tionen mit einer Yeränderlicben bescliranlen müssen, würde sich 
kein entsprechendes Verfahren anwenden lassen. Man kann indes- 
sen das Yerhältniss beider Falle anch anders auffassen. Im ersten 
entstand die Function dadurch , dass eine Constante nach der an- 
dern zu einer Veränderlichen hinzutrat; im zweiten hingegen Ter- 
binden sich ausserdem bisweilen zwei Functionen mit einander. Die 
Terschiedenen Arten, wie diess geschehen kann, lassen sich nun 
auf zwei zurückführen, nämlich durch Addition und durch Multi- 
plication. Eine Differenz zweier Functionen kann man ausdrücken 

y — x^=y+{ — 1).», einen Quotienten — »-.y-i«, eine Potenz 

y _ 

xv = ev^^y eine Wurzel yx ^^eV ^ , den Logarithmus von z nach 

der Grundzahl y«=»(/y)""*/x. Demzufolge sind noch zwei For- 
meln nöthig, zur Reduclion der Differentialquotienten einer Summe 
nsd eines Products zweier Functionen: Diese sind 

d(y+x) _ dy^ dx^ 
da: dx dx 

d.yx dx dy 

Jetzt wird man die obengenannte Function auf folgende Art zer- 
legen: 

Jfa"" X^ \ ^i ■■■* X2 T^S > ^2 '**' ^ 9^3 "^ ^4 *^i > "^4 ^^ '^ 5 

X ^ ' € X 

SO dass ausser einfachen Functionen einer Veränderlichen nur eine 
Summe und ein Product zweier Functionen vorkommen. 

Hieraus sieht man, dass die Aufgabe, eine explicite Function 
zu differenziiren, folgende vier besondere in sich schliesst: 

1) Wenn /(x) -/^ (») ; « =/, {x) 

2) Wenn /{x) =/i {x) +/» (^) 

3) Wenn /(x) -/, (x)/, (^) 

ist, den Differenzialqaotieuten Tony{4:) darcli die Yony, (x) nnd 
/, (x) abszudrficken, nnd 
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4) die der eiBfachen Fanctionen (woza wir immer nur die 7 
obenge&aDQteB reclinen werden), entwickelt darzustellen. Die erste 
findet ihre Lösung in der ersten Redactionsformel, die bädem fol- 
genden in den zwei znletzt genannten, die vierte in den 7 Torher- 
gehenden Formeln. 

Dasselbe Verfahren lässt sich nnn offenbar auf unsere Auf- 
gabe anwraden: auA sie wird in yier Theile zerfallen , die sicli 
Ton den eben genannten nur dadurch unterscheiden, dass an die 
Stelle des ersten Differentialqnotienten die hohem treten. Wären 
die Tier Aufgabe in dieser Gestalt gelöst, so wäre die Theorie 
fertig; denn der Gang der Reduction wäre kein anderer, als der 
eben beschriebene. Indessen werden wir, wiewohl ohne Hindemiss 
fftr den letztem, um die erste Aufgabe lösen zu können, deren 
Prämissen und Forderang zugleich yerallgemeinem müssen. Die 
zweite und dritte Aufgabe werden den Gegenstand des folgenden 
Capitels ausmachen. 



Zweites Capitel. 

Formeln für Summen und Producta von Functionen. 



Um eine Summe zu differenziiren, hat man bekanntlich nur 
die einzelnen Glieder zu differenziiren. .Wiederholt man die Ope- 
ration «»mal, so erhält man sogleich 

d^ {y+x) d^y d^z 

dx *"" da;^ "*" dx^ 

oder allgemeiner 

rf^> "^ „ "ST" d^%k^ 

dx^ >^ * ~ y^ dx^ 

Ist ein Product zweier Functionen y, % gegeben, so erhält 
man durch successiye Differenziation: 



d.y% dx dy 

da: ^ dx ^ ds 

d\yx ^^d'x ^±y ^.dly 
dx^ ^ dx"" "^ dx dx '^ dx^ 

d\yx d^x , ^dy rf^» ^ d^y dx d^y 

dx' "" ^ </;r* "*" i/jr dx^ "*" dx' dx + dx^ * 

Hier ist nicht nur das Gesetz der yer&iderliclieii Elemente, son- 
dern aach das der namerisclien Coefficienten» die sich als Bino- 

mialcoefficieDten hand geben, leicht zn erkennen; nnd wenn man 

d^w d^ X 
der gleichen Form wegen y nai x durch ^-^ und ^-^ bezeich- 
net, so kann man die erhaltenen Ansdrücke unter der folgenden 
allgemeinen zasammenfassen : 

Jk—n 



dx^ y^ dt^ i/»»-* 
it— 

Um zu beweisen y dass diese Gleichung auch fernerhin richtig 
Uribt, differenziiren wir sie noch einmal, so kommt: 

d^-^Kyx ^ST d^y d^-^-^^x 

ife— 



nd wenn man im zweiten Tkeile k — 1 tVa k setzt: 

ife— « 4-1 
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Beide Sommen ändern iliie WerÜie nickt, wenn man sie zwisclien 
den Grenzen und «»+1 nimmt , weil sowohl n^^^ für ^«=»0, 
als audi n^ für ^-»«»-|-1 yerscliwindet. Daher lassen sie sich 
nach §. 8. der Einleitung in eine vereinigen, n&mlich: 



2 



rfa?* €fo»+*-* 



Diese Gleichung stimmt ToIÜLommen mit Gleichung (1) fiberein, 
und zeigt daher, dass diese richtig bleibt, wenn n wächst, was 
zu beweisen war. 

Die Gleichung (1) ist die bekannte, gewöhnlich nach Leib- 
nitz benannte Formel, die wir jedoch hier als unentbehrliches Glied 
in die Reihe der Gnmdfonneln aufnehmen müssen. Sind y und s^ 
oder eins Toa beiden, selbst Producte Ton Functionen, so kann 
man die zwei letzten Factoren des allgemeinen Gliedes nach der- 
selben Formel entwickeb, und somit dieselbe auf Producte von 
mehr als 2 Factoren anwenden. Indessen werden solche Ausdrficke 
sehr complicirt, indem ein Product von m Factoren eine {m — 1) 
fache Summe giebt. 



Drittes CapIteL 

Entwickelung der hohem DiSerentialcpotienteD einer Fun- 
ction von z nach denen der Potenzen von z. 



Differenziirt man f(i^ mehrmals nach x, so erhält man nach 
einander: 
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Diese EDtwickelnsg, die wir übrigens mcU weiter fortsetzea 
wollen^ bt nur um swder Bemerknigeii willen usgdfihrt worden. 
Man sieht n&ffllich leicht, 

1) dass die erhaltenen Reihen nach den saccessiyen Differen- 
zialqootienten der Function f fortschreiten ; der niedrigste ist der 
erste, und der höchste hat mit der linken Seite gleichen Ordnnngs- 
exponenten; 

2) dass die CoeSdenten dieser Grossen ton der Function / 
unabhängig sind. 

Man kann daher setzen 



dx ^ 

n 

WO trjk eine bestimmte Function ton «, it, k ist, die dieselbe bleibt, 
wenn die Bedeutung Yon / wechselt bt also ^h{%) dne Function 
Ton % und k^ so hat man 

Setzt man hier fflr h nach einander 1, 2, 3, ... ii, so erh&lt man 

n im Allgemeinen yon einander unabhängige Gleichungen, linear 

fi 
in Bezug auf t#A, ans denen man jederzeit die n unbekannten 

n n n 

Grossen t#, ti,, ... Un bestimmen kann* 

Zur Ausfahrung der Elimination bedarf es der Annahme spe- 
cieller Eigenschaften der Function q^h(x)* Dass sie unter Be- 
8chr)tnkungen dieser Art allgemein möglich ist, werden wir später- 

8* 



hin zdgen. Für jetzt gentlgt es, die willkakrliche Fonction dorch 
einen bestimmten Werth zn ersetzen. Es sei also 

Vh (») — «* 
DilTerenziirt man mehrmals nach x, so kommt: 
(pt {%) «, Ä«*-» 

«'(«) = Ä(>1— 1)«*-^ 

q,^ (») — >i(4— l)(>l— 2)**-» 

* 

eiG« • • • eic* 
allgemein 

9*(x) — il(Ä— 1)...(4— ife+1)«»-» 

was man auch schreiben kann: 

Nach Einfahrung dieser Werthe wird Gleichnni; (3) 



> 



-*f#* 



rf;r» 

oder» wenn man mit x^ diyidirt nnd berücksichtigt^ dass Äh für 
k'^h Terschwindet, 



■* * 



Setzt man der Kürze wegen: 



-A 



so wird die Gleichung 

k^h 

(4) wa = ^ ^* «'Ä 
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d. i. fttr h •» 1, 2, 3, 4 



^i — «'i 



•Tj — 4ffi + 6ff, + 4v, + r4 

Das Resultat der Elimination zwischen diesen Gleichangen wird 

sein: 

ff, — «f, 

ff, — ^W^'^W^ 

ff4 — — 4i9| + 6fr2 — 4«', + «f4 

Man siebt y dass die Coefficienten der neuen Entwickdnng diesel- 
ben sind wie die der alten, and dass man allgemein erhalten wird : 

Um diess zu beweisen, snbstitaire man diesen Wertb in Gleichnng 
(4), wo wir zun Unterschiede r fQr h setzen wollen, so hommt:. 



and wenn man nach §• 12. der Einleitung die Summenzeieben Ter- 
tauscht: 

oder, weil r*^A — rA(r— ä)*-a ist, 
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I 

Setzt man A + A für Jk^ so wird die ente Srnnme 
Ä— r — A 11 für A — r 




folglicli yerscIiwindeD alle Glieder der zweiten Snmme bis auf das 
letzte für den Index k'^r^ d. Ii. es bleibt nur Ubrig 

Wr '^ Wr 

Da nun der Werth Ton Vk der Gldchmig (4) genügt, darcb welche 
er offenbar TöUig bestimmt ist, so folgt daraus seine Ricbtigkeit. 
Demnacb hat man: 

n jc* 

und wenn man diesen Werth in Gleichung (2) einfflhrt: 

/&-.1 A— 1 

Dieser Ansdmck Iftsst sich noch einfacher schreiben. Es ist nämlich: 

(7 -')-(-»)' (-7)* 



- (- 1)* >^(-l)***»^** 

Differenzürt man »mal nach jr, so kommt, da das erste Glied 
der Soinme rerschirindet, 
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«nd weaa auui Meh der DifferNiUUira /— s setet, 

mithin gleich der ersten Somme des .Ajudmchs (5); und wenn man 
den gefundenen Werth daselbst einführt, so kommt: 

Diese nene Form der Glddinng (5) ist der ersten biswellen in der 
Anwendung Torznsiehen. 



TIeites Capitel. 

Auf die vorstehende Entwickelung gegründete Reductions- 
methode. — Independente Formeln für die einfachen 

Functionen. 



Es ist im erstCD Capitel gezeigt worden, wie man jede Fan- 
ction in einfache zerlegen kann. Es kommt jetzt darauf an, ein 
Yerfakren zn linden, wie man mittelst der eben hergeleiteten Glei- 
chung (5) in der independenten Bestimmong der hohem Differea- 
tialquotienten yon den einfachen Fonctionen zn den zosammenge- 
selzten annnterbroch«! anfsteigen kann. Es sei also jf{x) eine 
Function, in der x nur einmal vorkommt, die sich daher in un- 
anterbrochener Folge in die einfachen Functionen fY'if%yf^'if^ 
zerlegen l&sst, indem man setzt: 

^2— /i(^j) ; •«^»— /«W 
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Da Dan die GldcIiDDg (5) die htthern Differeitialqnolaetten tod x^ 
als bekannt Toranssetzt, so innss man, om darch das Resultat der 
ersten Anwendong die Yollst&ndigen Prämissen für die nächstfol- 
genden za erhalten» sogleich den uten DüTerentialqaotienteB einer 
beliebigen Potenz der zusammengesetzten Fonction zor gesuchten 
Grosse machen. Wir setzen daJier in der genannten Gleichung 
[9)(s)]"* für /*(x); dann lautet sie: 

Setzt man jetzt: 

* -= *j — /. (*•) 

so findet man die hskeni Diffq. von jr«*. Setzt man dann: 

« — *, —/,(*,) 

so erhalt man die tod jrf. So kann man fortfahren, and am 
Schlosse setzen: 

dann findet man den gesnchtea Aosdmck selbst. Hierbei werden 
allein die allgemeinen Aasdrflcke der Grossen 

¥ 

^•[fii^i)]^ y"»^ rf^.^y d^.x^ 

oder, was dasselbe ist, die der Grossen 



dx^ 



f ür r "- 1, 2, 3, 4 



als bekannt vorausgesetzt Da aber die 4 Functionen f^ {x\ f^ {x\ 
f\ (•^)> /4 (*^) cutfftcl&c Und» 80 folgt, dass die Lösung unserer 
Aufgabe in Betreff solcher Functionen, die die Veränderliche nur 
einmal enthalten, als beendigt betrachtet werden kann, wenn man 
die hohem Diffq. jeder ganzen positiven Potenz Jeder einfachen 
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Fmictioii allgemeiA und indqiendent bestimmt hat, wozo wir jetzt 
übergdien. Von den sieben einfachen Fnnetioneny wie wir sie 
aufgestellt haben, lassen sich die drei ersten ohne Nachtheil unter 
eine gemeinschaftliche Form bringen, so dass wir nor folgende 
f&nf behalten: 

(a+Ä^)« , ^ , COM X , /jT, arc ig s 

Differenziirt man die mten Potenzen dieser Functionen mehrmals, 
80 lassen sich bei den beiden ersten die allgemeinen Ausdrflcke 
leicht erkennen; man findet nämlich: 

— —^ — ' — — ••o4(ö+*jr)«»«-i 

^''^''J^^^^"*" — i»«(»ia— l)(i»«— 2)4*(a+*^)««-3 

etc. etc. 

Allgemein: 

was man auch hfirzer schreiben kann: 

— ^ ~y ^ — — 1 • 2 •.. f» (i»0)ii *» (ö+*jr)««-» (7) 

Desgleichen: 



dx 



dx 



— m'^e^ 



daß* 

etc. etc. 



allgemein : 



-1—- - «»^ (8) 

Was aber die drille Function betriSl, so würde eine snccessiTe 
Differenziation noch zu keinem allgemeinen Ausdrucke führen. Am 
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einfachsten erkalt man einen selcken, indem man die Potenx des 
Cosinns naeh den Cosinus der Vielfachen des Bogens entwickelt. 
Man hat bekanntlich: 

coä^ ;r — — ^^ Mk cot{2k — m)x 

daher: 

d^C9s^x 1 "^ST" d^coM[lk — m\x 



\^x 1 ^ST" 



Jetzt bleibt noch eine Function Ton der Form cotbx za dlffe- 
renzüren; thnt man diess, so erhftlt man: 

deotbx . . , 

äx 

«— b COM ybx-^ -^l 

d^cotbx ., // . 37r\ 

etc. etc. 

allgemein : 
dP' COM bx .^ /z . ^^\ 

—jF- — *»*«(**+^) 

ond wenn b — » 2^ — m^ 

FQhrt man diesen Werlh ein, so kommt: 

^—0 
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Die bddeii letztea Fimcttoiieny Danüick die PotenzeB der Loga- 
riikmeii md Kreisbogen/ müssen wir einstweilen flbergehen, weil 
es ninr mit Hfilfe spaterer Satie maglich ist, die Coefficienten der 
EntwiclLelnng ihrer hohem Diffq. independent zn bestimmen. Wir 
werden daher die Gleichungen (5) (6) nie anf Fnnctionen Yon Lo- 
garithmen oder Bogen anwenden, sondern am dieser Ausnahme wil- 
len eine nene Formd entwickeln. 

Da indessen die genannten Gleichnngen auch angewandt wer- 
den können y wenn man, wenigstens yon der Function /"(^r), nnr 
die hohem Differentialtpiotienten ihrer ersten Potenz kennt, so 
wird es auch yon Nntzen sein, diese fflr alle einfachen Fnnctio- 
nen kerxttleiten; ind zwar haben wir hier nicht nOthig, die Lo- 
garithmen und Bogen ansznschliessen. Die ersten beiden Formeln 
erhftlt man ans den schon entwickelten, wenn man m — I setzt; 
es ist: 

(9) -!?M?±*£)1 _ 1 . 2 ... I. («)„ 6n (a+*a:)«-« 






— d« 



die dritte, indem man ^ — > I setzt; nämlich: 

«f" €09 X 



-.coi(ar + ^) 



dx^ V ^ 2 

die vierte kann man auf die erste zortickftthren, denn es ist: 
dlx 



dx 

daher: 

d^lx rf"""*.^— ' 



dx^ dx^"^ 

Setzt man in der ersten Formel a«>0, ^—«1, a— > — l nnd 
n — 1 für IS, so erhalt man den Werlh der letzten Grösse, näm- 
lich es ist: 

^-(-l)«+il.2...(i.-l);r-« 

Die fünfte Formel erhält man am einfachsten durch folgendes 
Verfahren. Es sei ymmorctgx^ folglich: 
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dx 1 



dy eot^y 

dy __ 



dx - **''y 
Differenziirt man immer nadi 4r, so eriUUt man nach einander: 

^^-2co.ysmy-^ 

— ■ — 2 (c0# 2y eosy — sin 2y #fi»y) cos ' y 
—■ — 2eosZyeos^y 

Um das Fortschreitnngsgesetz leichter za übersehen, kann man 
diese Ausdrucke aach so schreiben: 

^^co,ysm(y+^) 

±^^2.cot^y,m2(y+^) 

0-1.2co*»y*m3(y+^) 

ond man wird leicht erkennen , dass allgemein sein wird: 

^ - 1.2...(ii-l)cM«y#mii(y+-J) (iO) 

Um diese Gleichung zu beweisen , differenziire man sie noch ein- 
mal, so kommt: 

i/ii+i 



«fcr»+ 



^ ... l.2...n^eos^yeosn(y+Y) 

— eos^-^ysmy sin n (y + y)] "^ 

'^l.2...neas^'^^y\eosyeasn(y+^'\ 

— oi»y «ii» II (y + y) J 
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*-« 1 .2... fic^oi't-f-iy ro#| (m-|-1)^ 4-11 -^ I 

— 1 .2...« rw»+«^ 9in (»+1) (v+y) 

Da dieser Ausdruck mit Gleichoog (10) fibereinstimmt, so bleibt 
diese richtig, wenn n wächst, was nur noch zu beweisen übrig 
war. Setzt man jetzt wieder oretgx fflry, and nimmt es zwl- 

sehen — ^ and -^, wie gewöhnlich, so wird: 

and die Formel laatet: 

.... d^aretgm 1.2...(m — 1) . /»» , ^ \ 

(11) ---5 — mm .i — -—^- nnn l f- arc ig x\ 

Es bleibt jetzt noch übrig, diejenigen Functionen zu berück- 
sichtigen, welche die Veränderliche mehr als einmal enthalten, bei 
deren Zerlegung man, wie wir gesehen haben, auf Summen oder 
Prodocte Ton Functionen stOsst Da es nun bei dem zu Anfang 
des Capitels angegebenen ReductionsYerfahren, um dasselbe un- 
unterbrochen fortsetzen zu können, nOthig ist, sogleich die hohem 
Diifq. der Potenzen der zusammengesetzten Function aus denen 
der Potenzen der n&chst einfachem zu suchen, so muss man auch 
die hohem Diffq. der Potenzen Ton Summen oder Producten aus 
denen der Potenzen der Summanden oder Factoren linden können. 
Was die Producte betriflk, so ist die Formel (1) auch hier ohne 
Unterschied anwendbar, weil die Potenz eines Pmducts gleich dem 
Producte der Potenzen der Factoren ist, (yx)**— >y^x**. Die 
Potenzen einer Summe hingegen kann man nach dem binomischen 
Lehrsatze entwickeln. Es ist nftmlich: 



daher: 



(y +«)«—> «ijkjr-*«* 
>t—0 



> 



mii 



dx^ y^ dx^ 
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wo der lebte Factor des aHgemdneii Gliedes sich nach Glelchang 
(1) entwickeb lässt Besteht die Snmme aos mehr als zwei Glie- 
dern, so mnis man sie mehrmals in zwei Theile theilen, und bei 
jeder Theilong die Entwichelang emenenu 



Ffinftes CaptteL 

VereinfachuQgen der Methode in besondern Fällen. 



Im Torigen Capitel ham es darauf an, ein fQr alle mü^chen 
Fälle ausreichendes Verfahren anzugeben. Biess ist, zwei Aus- 
nahmen abgerechnet, geschehen. Wir haben gesehen, dass fiberall, 
wo die Gleichung (5) nicht anwendbar ist, entweder die Leibnitzi* 
sehe Formel oder der binomische Lehrsatz aushilft. Jetzt wollen 
wir alles in Betrachtang ziehen, was dazu dienen kann, das Ver- 
fahren abzukürzen. Ein Fall, wo die Anwendung einer Reductions- 
formel jederzeit entbehrlich ist, ist der, wenn, in der Formel f{x)f 
z eine lineare Function Ton x, also mmm a + 6x ist; denn dann 
hat man: 



dx 


- 6r(a + 6m) 


d^f(a + 6x) 
dx^ 


— *•/*(« + *«) 


d^fia + 6x) 
dx^ 


=. b*f*{a-^bx) 


etc. 


etc. 


also allgemein: 




d^f{a + 6x) 


— Ä»y"(a + *») 



Mittelst dieser Formel lassen sich fast alle bisher aufgestellten 
und noch herzuleitenden Formeln Tcrallgemeinem, indem man für 
X eine lineare Function daTon substitoirt. Wir werden sie aach 
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in folgender Gestalt aniraideii. Setzt man C9 fOr «, « «— 0, 

6— > — . 80 kommt: 
e 

Ferner ist es Ineislentheils TortheiDiaft» die zn differenziirende 
Function y wenn es möglich ist, in eine endliche Reihe zn entwi- 
ciieln, deren Glieder einfachere Functionen sind, wozn namentlich 
der binomische Li^rsatt öfters dient. Man kann die Anwendung 
des letztem als eine Verallgemeinemng betrachten, deren alle er- 
haltenen Formeln Ahig sind, welche die hohem Dilq. der Poten- 
zen einer Fonction darstellen. Um die Gleichungen (9) (8) anf 
diese Weise zn Terallgemeinera, erhalt man durch binomische 
Eiitwickelnng: 



{mxff + ixßy^ '^ ^^ jWjkÄ*-*Ä*«"w«+*0^— «) 



ond wenn man die genannten Gleichungen zur Differenziation die- 
ser Ausdrücke anwendet, wo man erhalt: 

80 kommt: 

^ j^ ^ =- 1.2...IIÄ«Äm«-n X I 



^— -m 



I 



^ m» (— ) [ma + A(ß— «)]„ «*(/»-«) 



i6— 
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— i — Bsss a^emax ^ 

Endlich kann es anch Öfters zar Vereinfachnng dienen , dass man 
in der Gleichong (5) an die Stelle Ton fix), welches bisher im- 
mer als einfache Fonction Ton x befrachtet worden ist, eine za- 
sammengeselzte Fonction setzt, deren höhere Düfq. man bereits 
kennt. Bei Functionen , in denen die Veränderliche nnr einmal 
Torkommty lasst sich dieses Verfahren durchgängig nnd ausschliess- 
lich anwenden; so dass darans eine neue Reductionsmethode her* 
Torgehty die umgekehrte Ton der im yorigen Capitel beschriebe- 
nen. Es sei/(a?) — /^(a?,), x^ — /^(«a)» ^2 — /iC^j)» 
x^ — > y« {x) y wo y*! /s y*! /# einfache Functionen sind. Dann 
kann man anch setzen jf{x) — > 9, (^2) "^ 73 (^s)* Führt man 
jetzt fi(xi) in die Reductionsformel ein, nnd setzt daselbst X2 
für Xf so erhält man mit Voranssetznng Ton 

dnen Ansdnick fDr fp% (ocj)« Jetzt setze man «, fQr s, so findet 
num mit Voraosselzong von 

einen Ausdruck für (p^^ (x^). Endlich behalte man x bei, so fin- 
det man mit Voraussetzung yon 

den gesnchten Ausdruck für y^ (o?). 

Was als bekannt Yorausgesetzt wird; sind allein die hohem 
Diffq. der ganzen positiven Potenzen einfacher Functionen; denn 
die Grössen (p^ix^) nnd v^^^ix^) sind jedesmal durch die vorher 
erhaltenen Resultate bekannt Durch dieses Verfahren wird der 
Uebelstand vermieden, der sich bei dem andern zeigte, dass man 
immer die hohem Diffq. der Potenzen der Function suchen mnsste, 
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nm fortfahren zu könDPn. Hier hat man Dur die der Fanction 
selbst zn suchen. Bei Functionen, in denen die Veränderliche mehr- 
mals vorkommt, würde zwar dieses Verfahren im Allgemeinen nicht 
zum Ziele führen; indessen giebt es auch Fälle, wo dieser Um« 
stand kein Hinderniss ist; meistentheils kann man es wenigstens 
theilweise anwenden, und die Reduction auf die andere Art fort- 
setzen. 



Sechstes CapiteL 

Resultirende Fonnela mit theilweiser Beibehaltung des all 

gemeinen Functionsausdruckes. 



Uro aus den allgemeinen Formeln (5) (6) die bemerkenswer- 
thesten speciellen Resultate zu ziehen, und zugleich deren Anwen- 
doDg an Beispielen zu erläutern, wollen wir die ans einer ein- 
maligen Anwendung der erstem heryorgehenden Formeln zn er- 
schöpfen suchen. Wir suchen demnach Ausdrücke für die hohem 
Diffq. Yon Functionen, die aus zwei, im Allgemeinen einfachen, 
Functionen zusammengesetzt sind, von denen die eine an die Stelle 
youxy die andere an die Stelle yon^ia:) tritt; bestimmen indes- 
sen nicht beide Functionen zugleich, sondern erst nur Zy während 
fix) noch seine allgemeine Bedeutung behält. Es sei also z —> ^a, 
daher: 

— 1.2...«(Äa)„.r*«-'* 
Sobstituirt man diesen Werth in Gleichung (5), so kommt: 

k^l /«— 1 (13) 

4 
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Die erste Summe lässt sich für a = — 1 und a = 2 sommiren, 
d* h. durch ein einziges Glied ausdrücken. Anstatt jedoch die 
Summation direct auszuführen, ist es kürzer , auf diese beiden 
Fälle Gleichung (6) anzuwenden, wo jene bereits vollzogen ist. 

Hier hat man respective 25«= — und z=^jc^ zu setzen, zugleich 

wollen wir für y im ersten Falle — , im zweiten y^ schreiben; 
dann lautet die Gleichung: 

^^x^ ^S^ ar-^ f^i \ ^ 



(14) 



dx^ X i '2 .,.k ^ ^x^ dx^ 

k^\ 

In beiden Ausdrucken muss nach der Differenziation y vä x fiber- 
gehen. Nan ist: 

(f-')*-(f) 0-7)' 
(^_,)"-(-i,«(.+f>'(i-i)* 

Differenziirt man diese Gleichungen nach der Formel (1), so kommt: 

<^- (i - 0' ^" ■^-'.(fr ^'.(.-f)' 

äx^ '^ X "" rf;rn-* dx^ 

A-'O 

-^•(S-O 4=-» </.-.(i+f)'-/..(i-f) 

dx» ^ ^ X dx^-^ dx^ 

A— 



Führt man die Differenziation des letzten Factors aus, so kommt: 






&I 



Diese Grttsse verschwindet wegen des Factors jkn ffir jedes A, wel- 

ches >^, und wegen des Factors 1 für jedes A, welches 

<^ isl, sobald y in x übergeht. Für A««^ wird sie: 

X • ^ • • • n^ 



i-iy 



;r* 



Da nun dieselbe Grösse ein Factor beider allgemeinen Glieder ist, 
so yersch winden die ganzen Summen bis auf das eine Glied, für 
ifvelches h^^^k ist, und man erhalt, wenn y \vl x übergeht; 

H^-^y „ ....... -^o+f)' 

Nun ist: 

^^J> 1.2...(»-^)(-^)„_»y*4r-» 



rf^n-* ^ =1.2...(»->&)>fe„_»y*-»(l+y) 



2Ä— II 



Führt man diesen Werth ein, lässt y\nx übergehen, und berück- 
sichtigt, dass 

J .2...(^ — A) . 1 .2 ...^.«Ä "= 1 .2 ...» 

ist, so findet man: 

rf».(X_i)* 

-^ (-l)».1.2...».(»-I)*_,;r-» 

1 1.2...«>&„_Ä.^"22*-« 
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Ftthrt man endlich diese Werthe in die Gleichungen (14) ein, so 
kommt: 



'^'^^'i^ , .. 1.2...«^;- 



^—1 (15) 

k^\ 

Es sei ferner ««=^a*, dann ist: 

Diess in Gleichung (5) substiluirt, giebt: 

>fe— 1 >i— 1 

Ferner sei x — co*»*^, wo i»>0, so hat man: 

-^]> (Ä «»)p (2;? — >4«i)» cos \{2p — Äi») ^ + -^ J 
und nach Substitution in dieselbe Gleichung: 



A— 1 




&3 

^ {hm)p {2p — Am)^ cos [(2/>— Äi»)4r+ ^J 

Ferner sei » «- (^a + cory)*», wo i»>>0, so hat man: 

(Äi»Vc^[i5i»a4./»(y — a)]»jrp(r—«) X 

;?— 

und nach Sabslitution : 

das^ 

A— 1 
p^mmhm 

{Am)peP [(Ama +/>(y — «)]» J^(y-«) 
Ferner sei x — ■ (e«* + c^«)% wo i»>0, dann ist: 

pmamAm 

^m«,"\ (Äfl,)^ cP [Ama+p (y — «)]» «pC/-«)' 

;,-0 

und die Sabstitntion giebt: 
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(19) 






"^ "TaT^i -^^ f ^^"" + """^^"'^ ^ 



A—Jk 



p=^0 

In eineiu Falle führt auch die Bestimmaog der Function /* zu einer 
bemerkenswerthen Formel, indem sie mit einer Summation verbun- 
den ist; nämlich wenny(^) -=»^« ist. Alsdann hat man: 

yÄ(aj) — 1.2...>6(a)/kX«— * 
Führt man diese Werthe in Gleichung (5) ein^ so kommt: 

und wenn man die Summenzeichen vertauscht: 

h^=^n ' ^== n 

d^.x(^ 



X« 



^--"^^i-^r-^i-)"^' 



Setzt man k+h für ky und für (a)^ kh seinen Werlh (a)^ (a •— /*)ä-ä, 
so erhält man: 



Az=n k^==*n — A 

dJK%^ 
d. 






/«»«i > >&»»o 
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Setzt man die erste Somine •»-«, so ist, indem dieselbe Grosse 
addirt ond wieder sobtrahirt wird: 

*=^(-l)*(«-/0* ~^(-l)*(a-Ä-l)* 

Im letzten Theile der rechten Seite setze man k — 1 ftlr ky so 
kommt : 



^(- 1)* (« - Ä)ä - ^ (- 1)* (a - Ä - l). 



^— 11 — h k'^n — A 

k—0 k-^O 

k=n—A + l 

k—l 

Der letzte Theil bleibt iiogeändert, wenn man zar antern Grenze 
nimmt. Trennt man ausserdem das letzte Glied davon ab, so sind 
alle 3 Summen zwischen denselben Grenzen genommen, daher kann 
man sie addiren. 

,_ (_l)«+A(a-Ä-l)„.Ä 
k«=n — A 

+ '^(-l)*[(«->i)k-{«-/*-l)*-{«-^-»)»-.] 
^— 

Das allgemeine Glied der Summe ist bekanntlich — 0, folglich 
bleibt nnr übrig: 

k'-^n — h 
» — '^ (- !)*(« - /*)* = (- 1)"+* (« - A - I)«-A 
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Führt man diesen Werth ein, so kommt: 



'5^ "=" ^«^(«)A(«->i-l)„-A(-ir+*«-* -^^ 

Nun ist: 

(a — 1)„^Ä = (« — !)*(«— A — 1)„_A 

a — A 



a 



folglich : 

(«)ft(« — A — 1)„_A -= ^ , (a— 1)„«A 

Diess eingeführt giebt: 

•^^ » - (--«)« ^i-^)'n, ^—^ -^. (20) 

Eben so kann man verfahren, wenn /*(^) »= /x ist, dann hat 
man: 

y7t(2j) = (— l)*+ii.2...(^— 1)»-* 

und nach Substitution in Gleichung (5): 

and nach Vertaaschung der Snmmenzeichen: 

h-='k k'^n 

Nun ist: 

■ 

k^=^n k=n k^^n k^^n 

^=./4 ^=y4 >fe=-/* >fe=->i 
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Setzt mao im letzten Theile der rechten Seite k — 1 V\x k^ so 
erhält man, indem 

ist, 

^—11 ^— «ft k'^n ^— fi + 1 

k'-'h k^h k^h k'-hJ^y 

und da (^— l)j_, — ^j + (^_l)j^_0 ist, 

k-^n 

denn diese Grösse bleibt als letztes Glied des letzten Theiles übrig. 
Führt man diesen Werth ein, so erhält man: 



2 



A— 1 



Slelbentes CapfteL 

Resultirende specielle Formeln. Functionen von Potenzen. 



Ans Gleichung (13) ergeben sich, darch Bestimmung der Func- 
tion/, folgende specielle Formeln. Es sei: 

f{%)~{a + b%)ß 
Substituirt man in die genannte Gleichung, so kommt 
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Ferner sei: 

fix) = eß* 

Die Subslitadon in dieselbe Gleichung giebl: 
d».eß^ , o ^^^" V 

Ferner sei: 

f{%) a. ^0« (a + ^) 



so erhält man: 

rf» cö* (a + 6 ^«) 1.2...» 



X 



^ .i^ .«,(«+ Ä^.« + ^)^(_ 1)*+* >&, (/,«)„ 

Hierbei ist zu bemerken, dass unter dieser Form des Cosinus auch 
(ler Sinus begriffen ist, da tm{a+6x")=~cot\a — y+Ä^«j. 

Es sei femer: 

/(x)-/(a+Äx) 



X 
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SO erhält man: 

k^\ Ä=rl 

Endlich sei: 

f(x) — arctg(a-i'b%) 

ood ma& erhalt: 

d^. arc ig {a + 6x<t) 1 .2...» ^V^ ; A* ^*« 

«^^" ~ ^ ^ Jk[l + {a+6x^y]^ 



X 



inA I ^ + arc tg {a + bx^) ^^ (— l)*+*>frA (Äa)„ 



h^Jk 
stnk I — + arc tg [a + Ä^«) 1 

Macht man dieselben Snbstitntionen in Gleichung (15), wo die 
Werlhe, welchey*(x) jedesmal annimmt, im Vorhergehenden nach- 
zusehen sind; so erhält man folgende Formeln: 

Für/(x) = (tf+Äz)/5 

>fe=l 



Für /(x) = eß^ 

Für / (x) « cot {a+bx) 
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b 



(— l)»1.2...(/i— 1)^-« 



> ^"-^)*-'r:27:^^^n"+;^ + -2-) 

Für /(«) — ar<? tg (a+Äs;) 

d'*.'are tg (a -\ — J 

^5 ^ - (- 1)» 1 . 2 ..:in-l)jr^ 

^ "r r"TTfc*«»^lTr + ^^^^Ä*\^H — 11 

.4['+(«+^)]' ^' '^ 

wo für -r-C« — l)ft-i gesetzt ist «^k* Die Fanction /fa-l — j 

ist übergangen worden, weil sie in eine Samme einfacher Fanctio- 
nen zerfällt /(öjt + ä) — Ix, 

Dieselben Substitationen in Gleicbung (16) Torgenommen, ge- 
ben folgende Formeln: 

Für/(x) — (o+Äx)/J 
d^.{a+bx'')ß 



2 



Setzt man in dieser Gleicbnng a — ^— >I, /J— — I, so kommt: 
rf>'.(l+;r^)-' 1.2...»^ / 4;r' \H-. 

Hieraas kann man leicht dne Formel fflr arctgx ableiten; denn 
es ist: 
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daretex ,. . ,. . 
—df- - <*+'')- 

folglicli : 

Das ist Bach der ebeo gefaodenen Gleichung: 

>&— »— 1 
d^aretgx \ .2...{n—l) ^^^ ^ ^^j^,^ ( 4r^ Y +* 

Diese GleichoDg gilt jedoch Dor fflr i»>>ly da die, aus der sie 
abgeleitet ist, Dor fQr »>>0 gilt. Fflr dieselbe Grösse haben 
wir einen andern Aasdruck gefunden in Cap. IV. und werden noch 
einen dritten aufstellen in Cap. XX. 

Setzt man femer «««1, 4— — 1,7?— — -5^, so erh&lt man, 
weil hier (/tf)*— (— 1)*(2^)*2-»* ist, 

>&— 1 

Hieraus kann man ebenso eine Formel für are sin x ableiten ; 
denn es ist: 



d arc sin X 



— (l— JF')- 



i 



dx 

daher: 

rf» orr «tVt jF rf»"'*.(l — ^^)— i 

das ist: 

k'^n — 1 
dn arc sin x 1.2...fgi — 1) ^N^ ^^ ,,.-. x'^^ 

d^ " (2x)^-^ X "-^^^ ^^* (l_-,;2)„^l 

>fc— 1 

gültig für !»>> 1. Auch diese Grösse hat Euler auf andere Art 
entwickelt, s. Cap. XX. Fahren wir in der Anwendung der Glei- 
chung (16) fort. 
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Für y{x)'=eß' wird sie 



(/ar^ 



1 



Für /(ä)=c6*(ö+ä^) 
Für f{z) = /(« + ^x) 



> 



Für /(») = öre ^g- (a + 6x) 
dnarctir(aJrbx^^ = 1 . 2 ... /^ (2^)-» X 

X " "" k\V + (a^bx^Yt L^ -^ 

Alle diese Formeln, in denen das Element a-^-bx'^ enthalten ist, 
lassen sich leicht in allgemeinerer Form ausdrücken, indem man 
c-^-x für X substituirt. Dadurch erhalt 

die Form a'+^'a^+c'^-, wo man zu setzen hat; 



a^^a 



. b'^ , .... b' 



Dadurch erhält mau Formeln für die Functionen: 

\a'+b'x+c'x'')ß 
cos (a'+ b*x 4" c'x ^ ) 
l{4i'+b'x+c'x^) 
arc tg («'+ b'x + c'x ^ ) 
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Achtes Capitel. 

Fortsetzung. Functionen von Exponentialfunctionen. 



Aus Gleichung (17) erhält man durch dieselben Substitutionen, 
die wir im folgenden Capitel gemacht haben, folgende Formeln: 

Für fix) ^a + 6z]ß 

ijn ^ (^^ ^ het^^)ß 

dar'' 

>fc— 1 A— 1 

Für fix) — eß'^ 

Für fix) — cos (a + bz) 
d^ . cos (a + 6eft^) 



-y»-.).^, X 



ife=l 

cos (o + Ä^«^ + -^) ^> (— l)*itA A^ 

A— 1 

Für/(z)-«/(a+Äa;) 

d»l{a+6e«s) -s— ^^*«x -s— 
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Für y(x) — are tg (a+Ax) 



EbeDso erhall man ans Gleichung (19) folgende Formeln: 
Für/(x) — («+Ä3:)/5 

^ (— 1)* (/!?)* Ä* [a + Ä (^«^ + c^y')~]/J-* X 

^^ (— l)A^j^^Äw«A(^«x-|-e^y«)(*— A)»n X 
/4 — 1 

pmm^hm 

Für /(x) — ^/»« 

^— » 

i&— 1 




( — ly^kk ^^»«* (^«* + eey»){^ — *)»» X 
A— 1 



6& 

{im)pt!P[kma+p{'f — o)]»«i»()'— «)* 

Eine yollstAndlge DnrchfÜhroDg möchte, da sie Dirgends yon 
einer Vereinfachnng begleitet ist, den Raum nicht werth sein, den 
sie erfordern würde. 




HTeuntes CapIteL 

Fortsetzung. Functionen von Kreisfunctionen. 



Aus Gleiclinng (18) ergeben sich folgende Formeln: 
Für/(«) — (a+Ä«)^ 




(—1)* ku 2-*» c««(*-»"»)jf X 
il— 1 

^ {km)p{%p—hmYeoa\{2p'-hm)x-^~\ 
p^O 

Vax /ix) mm eP* 



^V (-1)*/?* 



Ö 
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^> (- XYkn 2-*»»<?M^*-««> X 

,»-0 

Für /(») — 00« (a + * ») 

rf" «o« (o + ^ CO**" x) 

/»•—Am 
^ {km\ (ip — ^w)» <?ö» [{2p —Am)x+~\ 

/9— 

Fflr /(«)=/(« + **) 




^^k(a + 6e 



X 



h~~k 

^> (— l)*+i kk 2-*« c«#C*-*)«^ X 

P'^hm 

2 (^i»)p(2;i,-Aii.)''<ro#[(2;»-Ä»,)*+^-| ^ 



«7 

Für /*(«) — are tg (a + 6x) 

^ tlO!*l [i+(a+*«,a#«jr)«l-T x 

(— 1)»^a2-**co«<*-*) jp X 
A— 1 

^ (A«»)p (2/»-Ä«iy <?•« [2;» — Äw) jf + ^] 

Um die entspreclienden Formeln ffir die Functionen yon sin^x 
abzoleiten, braacbt man nur x — -^ ffir x m snbstitoiren. 




Zehntes CapIteL 

Fortsetzung. Potenzen einiger Functionen. 



Um ans Gleichong (20) specielle Resultate za zielen, hat 
man x za bestimmen. Es sei also: 

X •— cos^^x 
dann ist: 

dx^ "" rfr» 

- äAs^ (2 A»)i. (2/» - 2^)" «»• [(2/»- 2^)' +nrl 

5* 



08 



„ 2»-2Am\ (2Äi«)p (p—hmY CO» [20»— 4«»)*+-^J 

Für p^=>^hm yerscbwiDdet das allgemeine Glied; theilt man da- 
her die Summe in zwei Theile, so erhalt man: . 

p^=^hm — 1 
j^ {:ihm\{p—hmY COM [20t?— >i«»)ar+^] 

+ ^ {2^m)p{p—Am)\cos ^2{p—Am)x + ^^ 

pt^Am+l 

Setzt man im ersten Theile Ai» — p^ im zweiten ^i»-f-/» f fti^ Z'» 
so wird die Gleichung 

+ ^ (2 Äm)Am4^ />» CO* ^2 pa: + ^ j> 
Jetzt sind beide Theile einander gleich , weil 

{2/im)hm-p ■=» i^Am)hnH^ 
ist^ folglich ist: 

p^\ 



Führt man diesen Werth in Gleichang (20) ein, so kommt: 

rf^n * "^'* \^:_" ' (a— A)2**» 

/El*» Am 

p-l 

Setzt man jetzt 75 — für a, so geht 7- über in ^77 — 

nnd man erh&lt: 

-rf^^i 2"-''« (r-^^n^ <-*)'" N«-2>im)2^* ^^ 

>i— 1 

^ (2A»i)»„_p/»"co*(2;>x + ^) 



^-1 

Setzt man — a fttr a, so erh&lt man: 



-d^ ^^'« (^ + to)»> ^-^^'' \a+2/nn)2^^n. >< 

A— 1 

"^ {^hfn)kn-^p^eos(2px + ^ 
p^\ 



:en JJ"— "2" f^^ ^> ^^ 



Setzt man in den beiden letzten Gleichnngi 

erh&lt man: 

A— « 
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"^ (- ly {%hm)u^ fi^ CO* (2px + ^) • 



A— 1 

Es sei ferner % ^^ {eß* + cey«)^ ^ so ist: 

P'^/i/m 
«. ^Äm/s* ^> (>l»,)p cP [kmß +pir — ß)]^ €P(y—ß)' 

Führt man diesen Werth in Gleichang (20) ein, so kommt: 

^Se «(«-«)« X 

'^^ {km)pdf[hmß+p{y — ß)Y'ep{y ß)' 
und w^nn man — ffir m setzt. 



^ - ' i^ t^ a (n ) X 
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^ i ghmßx 



Ffir ß'^lp y^ — 1 lasst sich der Ansdrock aaf fthnliclie Weise 
yereinfaclieDy wie im Torhergehenden Falle. Setzt man zugleich 
2m für m, so erhält man: 

da" \ 2m /« 

p^2Am 

{2Am)p eP (Am—p)'' «r-ai« 

p^O 

In der ersten Samme, die wir durch g bezeichnen wollen, ist das 
mittelste Glied »>0 wegen des Factors Am — p> Theilt man da- 
her # in zwei Theile, so erhalt man: 

p-^Am — 1 

# — ^> {2Am)p eP {Am—p)» e-^^ 

p^O 

P'^2Am 

+ ^^ {2Am)p cP {Am—p)» e-^P^ 

pm^Am+l 

Setzt man darauf im ersten Theile Am — p, im zweiten Am+p 
ffOr Pf so kommt: 
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pmmhm 

t «. ^% (21ii»)a«^ <>»«-»• /»« «-a(Ä«i-f»)x 

^ c»m ^aftma: ^. (2ä»,)a«_p ;»« (— + (— 1 
Dadarch wird die GleichuDg 

Endlich sei x •» {x? -ff cj;/)»« , dann ist : 

^ {f*m)p C [Amß+p(y~ß)]n xp(.y-ß) 
Subsütuirt man diesen Werth, so kommt: 



dx^ 



1 .2,..na{n — a)n x—^ 
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^ (— 1)» «» ^^ (j:^» + cxy)«(«-*) X 

iAm)p tiP [kmß +p(y — ß)]n JO»(y-l») 
und wenn man — fflr o setzt. 





(- 1)* «* j^^ (*^ + c*y)«-*« 
1—1 

(>S»i)p c»» [Äm/5+/»(y— /?)]« j*(r-« 

p-0 

h allen diesen Gleichungen ist m eine willkührliche Zahl, je- 
doch > 0. 




. Elftes Capitel. 

n 

Neue Entwickelung der gesuchten CoefGcienten Uj^ 



Wir hahen bisher die Functionen yon Logarithmen und Kreis- 
bogen bei der Anwendung der im dritten Capitel gegebenen Re- 
dnctionsformel übergehen müssen, und zwar ans dem Grnnde, weil 
dieselbe die Entwickelnng der höheren Diffq. yon x^ erforderte, 
die sich für x^^la; und z p^ are tg x nicht so leicht bewerk- 
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stelligen l&sst. Gehen wir wieder anf die Herleitnng der geoann- 
ten Formel znrQck^ so war x^ nar eine specielle Form der Fan- 

n 

ction (p/i (s), fflr welche sich die Bestimmung der Grossen u^ mit- 
telst der Gleichangen 

£:«M_^;.(.,;. ,2,, 

besonders einfach ausführen liess. Um nun zuerst anf den Fall' 
%m=:»Lt Rücksicht zu nehmen, so werden wir für (pk {%) eine Ex- 
ponentialfunction setzen ; denn nur dadurch kann (p/^ (/or) eine Fun- 
ction werden, deren höhere Diffq. sich leichter bestimmen lassen. 

n 

Da indessen die Bestimmung der Uk ohne Aenderung des Verfah- 
rens auf eine allgemeinere Form yon .(ph{x) ausgedehnt werden 
kann, so wollen wir die speciellere erst spater einführen. Das 
hier anzuwendende Verfahren setzt nämlich allein Yoraus, dass 

9h{^) von der Form 

sei, wo Qh und Ch nicht yon ^, und lijs nicht yon A abhängt, 
und Ck für yerschiedene A gleichfalls yerschiedene Werlhe bat. 

Führt man für q>j^{sc) seinen Werth ein, so kommt: 

Diese Gleichung lässt sich auf zwei yerschiedene Arten auf die- 
selbe einfache Form bringen« 

1) Diyidirt man sie durch Qh^h, und setzt: 

1 d'^ q>h (g) ^ 
n 

90 erhftU man: 



TS 









Jk^n 






w*-= 






2) DiYidirt i 


Dan die Gleichung darch QhichY, und setzt: 






1 


d^(Ph(x) 




«a(^a)» dj^ '' 








n 








^-" 
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erkalt 


maa: 


>&— » 






«'A — 


■ ^ (*a)»-*«'»-*+i 


und 


wenn 


man n 


— >& + 1 für Jt setzt. 






«'A — 





gerade wie Yorher. Setzt man für A nach einander 1^ 2, 3, ...fi, 
so erh&lt man n Gleichungen linear in Bezug anf v^, woraas sich 
die n Grössen Vi, v^, v^, ... Vn bestimmen lassen. Denkt man 
sich die Elimination yoUzogen, so weiss man im Voraus, dass auch 
jedes Vff dnrch eine lineare Function der yerschiedenen Werthe 
Ton Wh ausgedrückt sein wird, dass man demnach setzen kann: 



— 1 

h 

Um die Mh zu bestimmen, substituire man den Werth yon vh in 
den Ausdruck Ton Why in welchem zum Unterschiede r an die 
Stelle von h treten mag, so kommt: 
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^(M^-i^iA«-» 



Vertaascht man die Sammenzeichen, so erb&lt maQ: 

^— 1 k^l 

Diese Gleichung wird erfüllt , wenn man die Coef&cienten jedes 
einzeben Wh auf beiden Seiten gleich setzt: der von Wr ist«»!; 
der jedes andern Wh hingegen <»0; das ist: 

^ 4. (^r)*-^ - 1 (22) 

^ JS/a (<r)*~^ — für Ä § r. 

Ans der letzten Gleichung geht hervor, dass jedes tr ausgenom- 
men th eine Wurzel der Gleichung 

ist, wenn man diese nach ^ auflöst. Da diese Gleichung Tom 
(n — l)sten Grade ist, so kann sie, ausser den bekannten n — 1, 
nach der Voraussetzung yon einander yerschiedenen, Wurzeln, keine 
weiter haben; folglich ist: 

vo Dk von S unabhängig ist; oder wenn man der Kürze tregen 
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H=-(S-0(g-0...(g~^„) 
setzt. 



2 

>&»1 



iA $*-! - ÜJä 



5-^* 



Differenziirt man diese Gleichung q — 1 mal nach S, so yerschwin- 
den die g — 1 ersten Glieder der linken Seite; die übrigen , mit 
Ausnahme des ^ten, verschwinden alsdann fQr S>»Oy und man 
erhält: 

i.2...(,-i)A-/». ■^■•^«■7"'- ($-0) 

und wenn man wieder q^^k setzt. 

Entwickelt man den Differentialqnolienten nach der Formel (1), so 
kommt: 

«<^i.g(S-fa) 



r — ' 



p^k—i 



das ist ffir § — 

p-'k —l 

^^^ ^ ^^ Jjh^ dV 

oder, da (k — l)pl.2...(k—p — l) — ^'^'4^^"'^ »«♦> 
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«/»-». H (5 — <*) 



p^jk—i 



h 

Führt man diesen Werth in den Ausdruck für JUh ein, so erhalt 



man: 

p^Jk—1 

k 



/i— 

Entwickelt man .S nach Potenzen yon !^» so wird es, als ein Pro- 
duct Ton n linearen Factoren, folgende Form erhalten: 

(25) S^{l~t,) (?-0 ... il-tn) 

(— 1)« r»-* cm) 



2 



y-O 



n 



Die Bezeichnung £^(^9) des Coefficienten der {n — $r)ten Potenz 
Yon S in der Entwickelung des yorstehenden Products wollen wir 
in der Folge beibehalten, auch wenn an die Stelle yon tq andere 
Functionen treten, und alsdann diese Gleichung als Definition der 
so bezeichneten Grösse betrachten. Differenziirt man diese Glei- 
chung /»mal nach $, und setzt dann ^»-0, so verschwinden alle 
Glieder der Summe, ausgenommen das eine, für welches 7 -» n — p 
ist; folglich hat man: 

(26) ^(5-0) - (-l)^1.2...pC{tn^) 

Fflbrt man diesen Werth ia den Ansdnick fDr JUk ein, so kommt: 

p—Jb —l 

nid wenn man » — p ffir p setzt: 
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Die Summe kann man in zwei Theile zerlegen; n&mlich: 

p^^n — k 

Der erste Theil ist nacb Gleicbnng (25) gleicb dem Werthe yon 
S, den es für S— fü annimmt^ das ist -»0, denn dieses enthalt 
den Factor th — tn; folglich ist: 

A - />* (**)'-*2 (- 1)" {t*Y^ c %) 

p~~0 
Um ßk za finden, setze man in Gleichung (23) S— -^a, so kommt: 



2 



ft 



JUf, (/»)fr-i _ 



Nan ist nach Gleichung (22) die linke Seite —1, folglich: 

1 



Ä — 



{th — /J ... (th — ^Ä-i) (^A — ^A+i) ••• (^A — ^n) 



n 



Jetzt bleibt nur noch die Bestimmung von C{tp) übrig, die wir 
jedoch auf eines der folgenden Gapitel yersparen. Zum Beschluss 
wollen wir die gefundenen Resultate zusammenstellen. 
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WO 


entweder 










n 


- 






• 


Wh 


- 


1 

(thCh 






th 


er, 


Ch 





oder UH «« -^ (2') 

*^* "^ ÖA (Ca)» dx^ 

1 

^Ä = TT- 

Ca 

und für beide Fälle: 

(28 A^ — 1?» (*»)*-*2^ (- 1)" ('*)-* ^ Cp) 



/«•- 



1 



(f» — *»)... (ftk — ^A-i) (** — **+i) ••• (ftk'-^ ^n)i . 
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ZwSlittes Capitel. 

Entwickelung der gesuchten Grösse nach hohem Diffe- 
rentialquotientea von E^Eponentialfunctionen. 



Es sei (ph{x) ^^ ^f*^ y dann ist: 

Um diesen Aasdmck unter die Form Qk ^h (^a)* za bringen, hat 
man za setzen: 

Man wird demnach die Resultate des Torigen Capitels auf diesen 
Fall anwenden können, wofern nur a* der Bedingung der e^ ent- 
spricht, nämlich dass es für yerschiedene A selbst verschiedene 
Werthe hat. Führt man die genannten Werthe ein, so erhalt man 
nach der ersten Art zu substituiren : 

p^^n — k 

(30) Mh — Dh (oa)«-* ^^ (- 1)" {any^ C (a^) 

1 



(29) Zn-^VK — ^^ m ^ e-^h^ 



A = 



(«A — «i) ••• (öA — ÖA-i) (öA — ÖA+i) ••• («A — »n) 

Sobstituirt man diese Werthe in die Gleichung 



^/*(»)«* 



rfa^ ~ ^ •' ^•'^"* 



6 
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so erhält man: 



^•=^/*(-)x ^-«) 



>fc=l 



> ~7 ~ X 

Ä = l 



W — ^ 



'^(-l)P(eiA)-^C(fl^) 



;?=0 

Verfährt man nach der zweiten Art, so erhält man folgende 
Werthe : 

1 

tK ^ — 
«A 

VH — >^ 'Wft (Oft)-" «-"*' -^^i- 

/* — 1 

p=n — k 

/?=>& — 1 
itf» _ Dh («a)-*+> > (- 1)" («»)" C (-) 



;» 



==0 
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D 



-. X 



f---v Y--— U-— ^^ r^i-i^ 

VaA «1/ VöA «A-l/ VöA «A+l/ VöÄ ««/ 
(aA--öi).-.(öA — «A-iJ («Ä — A4-i)---l»A — «w) 

Fuhrt man die Subslilation aus, so erhalt man: 

^^) -= (- 1)»+. a. «, ... «„ 'ST/* (X) X (32) 

^/_1(«Ä— »,)...(öÄ — «A-i)(öA — ÖA+i)-(»A — Ö„) 

p^^k — 1 

^(-i)M«*)''^'(^) 

In beiden Formeb wollen wir z^^Ijc setzen, dann ist: 

-^^r:^^ 1.2...« {an)n orH-^ 

Demnach werden jene zwei Formeln 

^— » 



■^^ ^/* (/^) X 



>&^1 

Ä=« 

y^ (öA— öi)..(«A— ÖA-i)(Oä — «A4-i)-(öA— «n) 

A— 1 

p^:^n — k 

^ (-1)» («*)-" tf(a^) 

/7— 

6" 
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^ST («*)« («*)-*-' X 

y^ (oa — Ol) -..(au — a»-i) («a — o»+, )...(«» — «n) 
/*— 1 

Setzt man a^ «» ^^ so ist: 

(aH)n — >4n — für h <n 

(«n)n «= »n =* 1 

folglicb verschwindet die zweite Summe bis auf ibr letztes Glied. 
Da also ^ «» a^ <» ^, demnach: 

{qh — «i) ... («A — «A-i) «A — «A+i) ... («A — «n) 

_ (« — 1)(« — 2)(« — 3)...2.1 
,st, so werden die zwei Gleichungen 

/»— 

_^J - (- 1)»+' y„ ^ n-^fHx) X 

>&— 1 
/»— >fe — 1 

^(-l)>'n>'c(i) 
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In beiden Aosdrflcken ist die erste Samme einer Summation fiUiig: 
man findet ihre Werthe, indem man in den Gleichungen (28) und 
(24) A»»» setzt; diess giebt: 

/?— #i — k 

^»1.2... {>& — !) rfg*- ^^ "' 

Dn rf*-'.(5-r.)(5-*,).J|-<,,^ 



mi wenn man das Frodoct entvickelt: 

P'^n — 1 
/>_ ^ n—t /»— i £»—»>—' 

= (^i)»+*/>^cr(V„^) 

Durch Vergleichung beider Werthe von Mn ergiebt sich; 

das ist für tp -^ p 
p^=»n — k 
„n-* ^ (_ l)P n-PC{p) '^ (— 1)»^-* C'ln — ^) 

1 

nnd für f « — — 



p—n 



—k 



n-n^^^ (^l)P nP C (1)- (-1)«^*C ^(^) 
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* II 

und wenn man n — ^+ 1 für ^ setzt, 

p—O 

Führt man diese Werthe ein, so werden die Gleichungen 

^'-<^.....,,-.,§-.m*.)5f(^) 

Vergleicht man die Coefficienten von ar'^f^ (lar) in diesen beiden 
Ausdrücken mit den entsprechenden in dem Ausdrucke für dieselbe 
Grösse in Gleichung (33), so ergiebt sich: 

n— 1 n—v/ 1 \ 

c (iw— >fc) = i.2...(»— 1) c (jzn;/ ^^^ 

^_^ («*)» («>)"-*-' X 

>^ (»A — «1) ••• (Oft — Oft-,) (Oa — 0»+,) ... (Oft — »n) 
^(-l)MOft)-PC(Op) 

n 

Aus diesen Gleichungen geht herror^ dass^ wenn C (np) für irgend 
eine Form von a^ gefunden wäre, es auch sowohl für ap^=^ p 

als für a« — — bekannt sein würde. 

P 
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Dreizehntes Capitel. 

n 

BestimmuDg der Grösse C (a^) für verschiedene Formen 

der Function a^. 



Zur YerYollsländigung der im yorhergehenden Capitel ent- 
wickelten Formeln fehlt noch die independente Bestimmung der 
Grösse C für irgend eine Form von a^. Es giebt mehr als eine 
solche Form, für welche jene ausführbar ist. Unter diesen wol- 
len wir folgende drei betrachten: 



a 



<'«• 5rzi •' «p - *g' Tfx-r •' «p - «"• 



Für die beiden ersten lassen sich leicht Ausdrücke für C mittelst 
bekannter Eigenschaften der trigonometrischen Functionen herleiten; 
für den letzten werden wir die recarrirende Gleichung zu Hülfe 
nehmen. 

Es ist nämlich: 

''' \n + 2 ^ - ^- *)" '''' i^T^- 

4/1 + 2 ^ ^ ^n + 2 

weil die Summe der Kreisbogen auf beiden Seiten in — 2^+— -Iti 

beträgt. Es sei n in der erstem Gleichung gerade, in der letz- 
tern ungerade; entwickelt man alle 4 Grössen nach Potenzen von 

. (2«-— 4^+1)71 2kn ^ 

gm ^,— j '— -« COM - — — r =• 5 

so erhält man für ein gerades n 

(»g+l)(2^ — 4>fc + l)7g _ 

COM V - ^ — — 

4i9 4-2 
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n 



(2» — 
cos 



;tr_«JJl:y(-.KT+')„c^a* 







4^ + 2 



{2n — 
cos 



^ 1 



Führt man diess in die erste Gleichang ein, so erhält man: 

n 



2 



^(-l)''(f+/')^,(2?)«H-i = 







nnd wenn man -^ — p tfir p setzt: 

n 



n 







Auf ganz entsprechende Weise erhalt man ans der zweiten za An- 
fang aufgestellten Gleichung für ein ungerades n 
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«— 1 






)9— 

^-1 



;^ 2 

Beide eben erhaltenen Gleichangen lassen sic)i in eine zasammen- 
fassen, nämlich: 

n 



^ (^1)P(^-;,)^L— + 



If— 1 

Z' 2- 

"'C^ — tJi— 2p-l 

^ (- 1)" («-A»- 1)„ ^ääHl- - 
Diese Gleicliiiiig wird erfflUt fflr 

WO ^ beliebig, jedoch nicht ist. Demnach hat ^ n yerschiedene 
Werthe; und da die Gleichung Yom f»ten Grade, und 1 der Coef- 
ficient Yon ^ ist, so hat man für jedes % 

(^-''"'wi) O-'^^'i^) •0-'''"2l^) - 

n n — 1 

f-^ p—T- 

■^V tJi— 2p "^w^ tu— 2j»— 1 

^(-1)P («_;,)^1^_ +^(-l)P {n-p-\\ \^^^ 

/?— )»— 

Der Definition der Grösse C [Gleichung (25)] gem&ss ist folglich : 
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» / Ipn \ 1 



2 

je nachdem p gerade oder ungerade ist. 

Einen eben so einfachen Ausdrack, der überdiess die Unter- 
scheidung der geraden und ungeraden p nicht erfordert, erhält 

man durch ein ähnliches Verfahren für a^ ==^ tg- ,^ , , . Es 

ist bekanntlich: 

tn 



2 



cos m(p '^^ co$^q> ^^ ( — l)'' »i2p tg^^ (p 



p 







_ , ^ (2/*— 2^+1)71 ., , , ' A 

Setzt man op =. ^^ ^ — ^ , /» = 2w+ 1, so wird: 

^ 4w + 2 ' 

tS W ^= cot --r ; cos «I qp =B 

® ^ 2» -|- 1 ^ 

folglich: 

p^^=^n 

^ (- D" (2» + l)2p CO*«" 2^^ = 
Setzt man % ^^ tg'^ ^ — -— , und mulliplicirt mit ?*, so kommt: 

^ H 1)'' (2» + i)2p 5'^-'' = 
p=^ 

Da diese Gleichung Yom /»ten Grade ist, and ihre n Wuridn 
bekannt sind, so hat man für jedes % 
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;?— 

Hieraus folgt ohne Weiteres, der Definition der Grössen C ge- 
mäss, dass 

Will man dieses Resnltat auf Gleichung (34) anwenden, um Aus- 

n » /l \ 

drücke für C(p)y C\ — I zu erhalten, so handelt es sich na- 

ffleotlich dämm, den Werth des Neuners 

P={ah — Äj) («A — a^)...{ak — a*— i)(iia — «a+i )...(»* — «n) 

za finden. Ein jeder Factor desselben hat die Form: 

An ^ ^ un 



tn + l ^ 2n+\ 






2n+ 1 2n + l 2n+l 2n+l 

(hn (xn \^ 
^^' 3 TT ^^' o TT I 
2m +1 2^+1/ 

. (Ä + ii)7r . {h — fi)n 
2^+1 2« + l 

Setzt man für /u successiye 1, 2, ... ^ — 1, h-^l, ... m, und 

berücksichtigt y dass 

. (2n+l — u)n . un . 2A7r ^ , hn hn 

27^-|-l 2m-)-I 2ii-|-1 2/i+i 2;»+l 

so findet man ohne Schwierigkeit: 

(n 2n nn \^ 

2„»* ^-^ co,^-^ ^^ 
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Nun ist offenbar nach der Definition der C, Gleichung (25): 

n 

C(a») •=« »1 »2 »3 ...a» 
folglich in unserem Falle: 

(71 ^ 2n ^ nn X^ »/ o ^^ \ 

'«^2^+1^5-2^+1 •••'«• 2Mrr/ -^^-^V^ 2M=T/ 

— (2»+l)an— 2#»+l 

Diess eingeführt y giebt: 

/*_(~l)n+A ■ ^^+^ , 



2sm'^ - — -— - cos^^-^ 



X 



2^+1 2n+l 

Nach Bestimmung der Grösse P hat die angedeutete Substitution 

n ^ n /'l\ 

keine Schwierigkeit; entwickelt man zugleich C {k), C y-r) 
aus C {n — k)y C I . , I, so findet man: 

c(k) - (-1)»+* 2 ^'\';;^^^^ X 
/^_ra+i 

^ 2« + 3V* 2»+3/n+i 

p=>n — k 

^ (- I)P (2« + 3),, (<^ 2-^-^3)"'" 
;>— 



>-2p 
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Um endlich C(ap) fflr den dritten Werth Yon Op zu bestimnien^ 
YToUen wir die recurrirenden Gleichungen der C herleiten. Es sei 
demnach: 

SO hat man offenbar: 

Hn -« (5 — an) Hit-i 
lind wenn man die E nach Gleichung (25) entwickelt: 

^(-l)P^^'PCiap)~ 
p—O 

pmm^n 1 

(S- a„) ^^ (- 1)^ g»-^-i C("i) 

p—Q 
p^^n — 1 pm^n — l 

•= ^ (- lyV"^ C{av)-^7^{- l)P5»-p-i C(öp) 

und wenn man im letzten Theile der rechten Seite /? — 1 iür p 
setzt: 

/»— 

;?— p=\ 

Aus der Yergleichung der Coefficienten der gleich hohen Potenzen 
Ton l ergiebt sich: 

(35) C(ap) — CK) + an C \«p-i) 

n n— 1 

(36) C(o„) — a„ C"(«„_i) 
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Da ferner § — a, «S, ■=§ C(«o) ~ ^'(o,) ist, so hat man: 

f 
1 

C(öo) — 1 , daher: 

C(a,) = C^K) = ... — C(öo) = 1 

Setzt man in Gleichung (35) r für ;», und summirt beide Seiten 
derselben nach dem Index r zwischen den Grenzen r^=sp + \ und 
r»=/i, so kommt: 

/•=;* r»«« r^^n 

^^ C(ap) + '^ C~lap) +^ ar C~{ap-{) 

Addirt man dazu die aus Gleichung (36) entnommene Gleichung: 

so kann man diese beiden Grössen als erste Glieder in die erste 
und letzte Summe aufnehmmi. Setzt man zugleich im ersten Theile 
der rechten Seite r + l für r, so kommt: 

/•«=/* r=n — 1 /•=« 

r==p r^==p r^===^p 

Trennt man auf der linken Seite das letzte Glied Yon der Summe 
ab, so hebt sich der Rest gegen den ersten Theil der rechten, 
und man hat: 

C (ap) -= ^ ar C'lap-, ) (37) 

T'^p 

n 

Mit Hülfe dieser Gleichung lässt sich nnn die Grösse C (op) di- 
rect bestimmen, wenn die Grössen a^, a,, a^, etc. eine geome- 
trische Reihe bilden. Es sei daher: 

ap = aP 

wo jedoch der Voraussetzung gemäss, dass die Grössen a^, a.,, 
,,, an sämmtlich von einander Tersefaieden sind, a weder «-«O 
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noch :>=» 1 y noch eine Wurzel der EiDheil sein darf, dereu Expo- 
nent <^ n ist. Für den angenommenen Fall werden die recurri- 
renden Gleichnngen 

C(aP) — Cr(aP) + a^ ^"(oP-') (38) 

C (öO) — C""(a«) = 1 (39) 

C(a») — ö» C"(«»-') (40) 



>» 



y 



Es sei erstlich /^ — 1 , so giebt die letzte Gleichung mit Zuzie- 
hung der zweiten: 

r— « 



y 



r— 1 

l — a l—a 

Für/»»: 2 giebt sie mit Zuziehung des letzten Resultats: 



y^^-y 



ir 



r— 1 

Führt man die Sumroation aus, so findet man nach einer kleinen 
Reduction: 

^^'^ ~ (l — a) {l — a') ~ (1 - a)^ "*" (1 — «)(1 — o^) 

Fährt man in dieser Weise fort, wobei die Summationen keine 
Schwierigkeit machen können, da nur geometrische Reihen yor- 
kommen, so erh&lt man: 

C(a^) ^ " 



(1 — a)(l — a»)(l— a^) (l~a)' (1— «') 
+ (1 — ö)^(l— a^) ~ (1— o)(l — a^)(l — a') 
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n a^o 

CK)« 



(1 -ö) (1— a^) (1 -a^) (1— a*) 



(1— aj^(l— ö^)(l— a*) ^ (1 — a)^(l — a*)^ 



(1— a)2(l — a^)(l— a^)^ (l-o)(l— ö^)(l— a'jtl— a*) 
Setzt mau 

^(r) = (i-a)(l—a2)(l— «*)...(! — «0 
^(0)-l 

so kann man die erhaltenen Resaltate aach so schreiben: 
C ißO) - 



^ (0) ^ (0) 



^^^'^ ~ ^ (0) ^ (1) "" ^ (1) ^ (0) 



^(0)^(2) ^(1)^(1) ' ^(2)^(0) 



^(0)^(3J ^(1)^(2) 
"*" ^(2)^(1) "" :i (3) ^ (Oj 

n ^10 06+11+1 

^^^*^ ~ ^ (0) ^ (4) ~ :ä (1)^^(3) 

l,3 + 2(n+i) öi+3(n+i) a*(»+^) 

+ ^ (2) ^ (2) ~ ^ (3) ^ (1) + ^ (4) ^ W 
nnd daraas leicht folgenden allgemeinen Ausdruck entnehmen: 



(41) C{aP) - ^ (- 1) 



-^(r) -//(/» — r) 
r— 



Um zu beweisen, dass dieser Ausdruck, der sich für /?>— 0, 
1, 2, 3, 4 als richtig gezeigt hat, auch in der Folge richtig bleibt, 
ist nur zu zeigen, dass er die drei recurrirenden Gleichungen (38) 
(39) (40) befriedigt; denn die yierte ist aus den übrigen abgeleitet. 
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Führt man ihu zuerst in Gleichung (38) ein, so kommt: 






y 



a(P-rH-i)2^rfi 



r— 



r— 

Zieht man den ersten Theil der rechten Seite ron der linken ab, 
wobei das beiden gemeinschaftliche erste Glied wegfallt, und setzt 
im letzten Theile r — 1 für r, so kommt: 



2 



(— !)»•+» 



^(r— l)^(;»_r) 



Nun ist ^ (r) («r _ i) ^ (^_ j ^ Substituirt man diesen 

Werth, so werden beide Seiten identisch. 

Dass der Ausdruck (41) die Gleichung (39) befriedigt, ist 
klar, da er für ;» = 0, wo auch r = wird, von n unabhängig 
ist Damit er cndKch die Gleichung (40) befriedige, ist zu be- 
weisen, dass 

an ^{- ir ^^'~'^^"^'" 



A{r)A{n—r~i) 



r— 

7 
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sei. Moltiplicirt man die linke Seite, welche wir dnrch s be- 
zeichnen wollen, mit folgendem der Einheit gleichen Ausdroche: 

wobei zu beachten ist, dass der erste Theil a^-^ (1 — »^) für 
r = 0, und der zweite 1 — a^-^ für r^=^n yerschwindet, und 



1 — g^ 1 1— gn-r 1 

A(r) Ä{r — \) ' A(n—r) ^{n—r—l) 

ist, so erhält man: 



^ (r — 1) ^ (« — r) 
r—h 

T'^n — I 

g(n— r+i)i+r(n4-i) 



+ r4^^(-») 



Y—a^ X A{r)A{n — r—\) 

r— 

Setzt man im ersten Theile r + 1 für /*, und beachtet in 
Betreff des zweiten, dass 

(« — /•+l)2+^(«+i) ~ (» — r),+(r+l)« 
ist, so erhalt man: 

r^^n — 1 

+ 1 _ gn X ^~ ^^"^ A{r)A{n'-r-'\) 
r— 



a» 
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r=n — 1 



^ (- ly 



A(r)A{n — r—\) 
r—O 



was zu beweisen war. 

FOhrt man aach den Aasdrack (41) in Gleichung (34) ein, 
so bat man, um znerst den Nenner 

/»— (»A— öi)...(öA—- ÖA-.i)(aA—ÖA+i) •••(«*— «n) 

zu bestimmen, 

X (1 — ö)(l — a2)...(l — a«-A) 
— (— 1)Ä+» aA»-(A+^h^(Ä— l)ui(»~Ä) 
und weil 

OÄ(«-&-i) 

. B^ äAi — AA 

^An-(A4-i), * 

ist, so giebt die Substitution 

n— 1 »—1/ 1 \ 

C {n-k) — 1.2...(/i-l) C (j37|} 

-(-.)-H^.......^(-iK ^J^);^^--" X 



— »1 



Setzt man ^ — ^ für ^, alsdann n + l für n^ so kommt: 
C(^) — (— 1)*1.2...(» + 1) X (42) 

^-1 



^(p— rvf A )24^(iiH- 2 ) 
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/?— r==0 

Lässt man statt dessen n und ^ um 1 wachsen, so erhält man: 

^(j) = (-i)"+M^ + i) X 

X ^ ^ ul(A — l)^{n — A + l) 
;?— /•=0 

n 

Auf die so eben bestimmten Werthe von C (a^ lassen sich leicht 
eine Anzahl anderer zurückführen; nämlich in welchen für Oj, ein 
beliebig yielfaches oder der reciproke Werth davon steht. Setzt 
man in Gleichung (25) hUp für a^y so kommt: 

^(-l)^S^-^g(^gp) 
/?=0 
Nun ist die linke Seite ausserdem 



Ä»^(-i)''(|)" 'cK) 



folglich erhält mau durch Yergleichong der Coefficienten von "g^"^ 
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Setzt man ferner in Gleichung (25) n — p für y, so fommt: 

p^=n 

nnd wenn man mit (— l)»o^ »^ ...at«?« diyidirt, 

\T~^J yfirj \j^^) ~ 

p—o 

Die linke Seite ist aber ancli 

)9— 

folglich : 

C(-) C{an^p) 

Die bis jetzt gewonnenen Resultate geben daher Ausdrücke für 



Unter diesen yerschiedenen Formen der gesuchten Grösse C{ap) 

n 

verdient jedoch die eine C {k) eine besondere Betrachtung. Denn 
oh sie gleich durch jede der übrigen yertreten werden kann, so 
ist leicht zu sehen, dass sämmtliche Formeln ihre einfachste Ge- 
stalt annehmen, wenn für a^,a^y...an die Reihe der natürlichen 

n 

Zahlen 1, 2, ... i» gesetzt wird. C(k) ist oifenbar die Summe 
der Combinationen ohne Wiederholung in der Reihe der natürli- 
chen Zahlen zwischen n Filementen zur ^tenClasse, und als solche 
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eine bekannte nnd schon 'mehrfach betrachtete Grrösse. Um sie 
in dieser Eigenschaft darzustellen, setzen wir in Gleichung (37) 
ap »: p, so wird diese, wenn man zugleich k für p schreibt, 



C{k) ^^^ r C \jk—\) 



Ausserdem war 

C(0) - 1 

Setzt man nun nach der Reihe >&=-l/2, 3, ... nnd substituirt stets 
den eben erhaltenen Werth in die neue Gleichung, so kommt: 



g(l)~^r. 






n 



r2-»2 ri*=al 

etc. etc. 

C(^)— ^ ^ ^ J^ r,r^r^.,.rk 

rk^=k r/fe_4«-=^— 1 ^2=2 Ti^^l 

Ungeachtet des einfachen Gesetzes, wonach diese Grösse durch 
eine blosse Verbindung der Indices, ohne Hinzutreten anderer Ele- 
mente , aus der Reihe der natürlichen Zahlen erwächst, scheint 
dennoch weder ein einfacher, independenter Ausdruck derselben zu 
existiren, noch überhaupt eine Tollständige Entwickelung auf ge- 
wöhnlichem Wege möglich zu sein, wenn gleich der successireD 
Summation der einzelnen Reihen nichts im Wege steht. Der so 
eben aufgestellte Ausdruck kann nicht für eine solche gelten, da 
die Anzahl der Summenzeichen «>^, also yeränderlich ist; er hat 
wesentlich keinen andern Sinn als die recurrirende Gleichung, aus 
der er abgeleitet ist Da sich indessen die independente Darstel- 
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lang der genannten Grösse nicht nmgehen liess, weil die letztere 
bei der Differenziation aller Functionen Yon Logarithmen erscheint, 
so mussten die zwei in diesem Cap. hergeleiteten, die freilich kei- 
nen Blick in die Natnr der Grösse gestatten, zu diesem Zwecke 
aufgestellt werden. Eigenthümlich an dem letztem (42) ist, dass 
er durch Substitution reeller Werthe fflr die willkührliche Grösse 
a keiner Vereinfachung oder Formänderung fähig wird, weil näm- 
lich a weder -» 0, noch -» 1 sein kann. Durch eine imaginäre 
Bestimmung yon a lässt sich eine solche erreichen. Setzt man 
für a die (^-f-l)ste Wurzel der Einheit, so yerwandelt sich die 
dreifache Summe in eine einfache. Wir wollen indessen die Sub- 
stitution nicht ausfahren, da dasselbe Resultat auch auf anderem 
Wege gewonnen werden kann. Es sei demnach 

^ 271 , . . 2n 
a = co$' — —r + f 9tn 



n+\ > ft + l 

oder a«+* = 1, nnd der Kflrze wegen: 

Pj, _ (a* — l)(aA — 2)(a* — 3)...(aA — w) 
Entwickelt man das Product nach Gleichung (25), so kommt: 

Ph — ^ (— ly a*(»-P) C{p) 
Nun ist 







folglich 



Ph — ^ (— l)P a-^^') C(p) 

p^O 

Mültiplicirt man beide Seiten mit a*(*+'^ wo ,0^ ^^ « sei, 
und summirt sie nach A zwischen den Grenzen 1 und n+ l, so 
kommt: 

"^ Ph a*(^ ' ) — '^ ^ (— ly af'^^P) C (p) 
h—l A^l p=0 
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nnd wenn man die Sammenzeichen y^rtauscht, 

^ Fn «ÄC'^+O ="S. (— l)P C(p) ^ a*(*-^) 

Ä=l /?=0 Ä— 1 

Nun ist bekanntlich ohne Rücksicht auf die Bedeutung Ton a 



5 



oÄ(Ä-P) «= «fc-p «= 

1 — af^-v 



Ä— 1 

ausgenommen, Tfenn a^-^ «» 1 ist, was wieder nur stattfinden kann, 
wenn k — /? = ist, weil — n — 1 < k — p << w + 1 ist. 
Folglich yerschwindet die erste Summe ftlr jeden von k verschie- 
denen Werth Ton p, nnd von der zweiten Summe bleibt nur das 
eine Glied tibrig, dessen Index p*=» k ist. Demnach ist 

^^ Pn aA('^+0 ^ (_ i)Ä c {k) ^^ 1 

Setzt man für Pn wieder seinen Werth, so kommt: 

Ä=l 

was man auch schreiben kann: 
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Tlerzehntes CaplIieL 

Reductionsformeln für Functionen von Logarithmen. 



Jede der zwei im XII. Cap. entwickelten Reductionsformeln 
(31) (32) Iftsst sich nun, den Resultaten des XIII. Capitels zu- 
folge, auf sieben yerschiedene Arten schreiben. Wir wollen uns 
begnügen, die Substitution an Gleichung (31) fflr 3 Werthe von 
4ip, nämlich: 



^p'^^g'' 9^ . 1 ; ap — aP ; op 



pn 
2^1 

aaszufflhren. Die hierbei zu bestimmenden Grössen sind bereits 



aus dem vorigen Capitel bekannt: es war für Up ^^ tg'^ ^ 

P ^^ («A — a, )...(«* — aA-i)(«Ä--«Ä+i) •••(«* — öfi) 

2^ + 1 



(_ l)n+A 



2sin-J^^. coM-n--^ ''^ 



Demnach wird Gleichung (31) 

rfr» 2»+l y^ •' ^' 

Ä— 1 *^ 2»+l 

;>-=» — ^ 
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Ferner war für a« = aP 

/»-=(— 1)*+' o»«-(*+i)2 A{h — \)A{n — h) 

^Än— (A+i)i 

und die Gleichang (31) wird 

>&— 1 

X^ ^ ^^ ^(A— 1)^(;^-Ä) rfor» ^ 

Ä=l 

Für ap^=^p hat man : 



kr Z 



p „ (>j_i) (Ä— 2) ... 2.1.1.2... {n—h) (- 1)«+Ä 
_ (~ ^)"^^ 1 2 « 

Diess in Gleichung (31) eingeführt, giebt: 

rfn/(5B) (— 

i&-«l 

(43) 
^ (- 1)* «* >4»-* «-** ^^ ^ (- 1)" A-p 67 (/») 

Setzt man in diesen drei Gleichungen Ix far %, so erhält man: 



1.2...» X ^ ' 



«fcr» 2«+l ^ "^ ^ ^ 



>&^i 
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h^^n . .^ . hn 



Min^n — i 



— 1 ^^ 2« + l 

^(-i)M2»+i),.(r^3^) 



-?p 



d^filx) _ 

k — \ 



h=n 

> f_l\A+i "1 Iß-a* .^_1 2:«* X 



a(p-H-l)2+r(ii+l) 



;»— r— 

A—n p=n — k 

h^\ p=0 

Die letzte Gleichung geht, wie im XII. Cap. gezeigt worden ist, 
für x = jr in folgende über: 

Diese Gleichnngen sind mm sämmtlich daza bestimmt, in der Re- 
daction der hohem Diffq. einer zusammengesetzten Function, die 
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Logarithmen enthalten, an die Stelle der Gleichung (5) zu treten. 
Wie die drei ersten diesen Zweck erfüllen, ist klar; denn, wäh- 
rend jr(/2;) jede Function eines Logarithmus jeder Function aus- 
drückt, somit jeden möglichen Fall in sich begreift, sind Yon der 
rechten Seite die zu differenziirenden logarithmischen Functionen 
gänzlich entfernt, und es bleiben nur noch die Function fix) und 
eine Potenz yon x zu differenziiren übrig. Ist nun der Exponent 
von X eine ganze' positive Zahl, wie in der dritten Gleichung, so 
tritt diese Gleichung ohne Weiteres an die Stelle Ton (5). Ist er 
gebrochen, wie in der ersten, so erhält man die eine Prämisse 
erst mittelst Gleichung (20). In der zweiten Gleichung kann man 
jederzeit a^ zu einer positiven ganzen Zahl machen. Es sei z.B. 
#«««/(l+^) zu differenziiren. Man setze #m«jr=^(a:),l+^ 
B»«, so erfordert die erste Formel die Differenziation Ton Mtn^x 
und (1-f ^j/'» was beides mittelst Gleichung (20) geschehen kann; 
die zweite von sin^ x und (1 + ^)*^*, wo die letzlere Grösse, 
wenn für a eine beliel)ige ganze Zahl gesetzt wird, nach dem bi- 
nomischen Lehrsatze entwickelt werden kann; die dritte Formel 
von Mtno-x und (1 +^)^> wo dasselbe ohne Einschränkung gilt 
Um endlich Gleichung (45) anzuwenden, führe man die Function 
in Gleichung (5) ein, und setze ««-1 + ^, f(x) = Minf^lx, 
so erhält man als Prämissen die hohem Diffq. von (1 -f- ^)^ *und 
Mtn^lx nach x\ führe endlich nn^-lx in Gleichung (45) ein, 
indem man jf (^) = #m«aj' setzt, so hat man, wie vorher, nur 
Min^x und (1 + ^)* zu differenziiren. 

Wir werden indessen hier nur die Gleichungen (44) und (45) 
zur Reduction benutzen; diese haben nämlich den Vorzug, dass 
die Grössen, welche sich bei jeder speciellen vollständigen Ent- 
Wickelung herausheben müssen, wie die Tangenten und die Will- 

n 

kührliche a, hier in der Grösse C(p) vereinigt, und namentlich 
nicht mit den veränderlichen Elementen auf störende Weise ge- 
mischt sind. 
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Fiinfeeliiites Capltel. 

Von den Exponentialfunctionen mit veränderlichem 

Dignanden. 



Unter den Fällen, wo die zaletzt entwickelten Formeln in 
Anwendung kommen müssen, verdient derjenige eine besondere Be- 
trachtang, wo die zu differenziirende Function von der Form zv 
ist, weil hier, um der erforderlichen mehrfachen Sabstitntion wil- 
len, eine Formel, in welcher dieselbe bereits YoUsländig vollzogen 
ist, Yon grösserem Nutzen sein muss als anderswo. Wir haben in 
Cap. I. gesehen, dass eine solche Function erst in eine Function 
Ton Logarithmen verwandelt werden muss, indem man setzt 

Führt man den letzten Ausdruck in Gleichung (5) ein, so hat man 
daselbst ylx fflr z und e^ für f{z) zu setzen; daher wird 

/* iyiz) = XV 

und die Gleichung selbst wird: 

^•^^ «"ST (-1)* //UV 



y 



rfor» 



Den letzten Factor hat man nach Gleichung (1) zu entwickeln, 
welche nach Abtrennung des ersten Gliedes giebt: 



"•■ ^ ^^ dir»-« dar^ 
y-1 
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Den Werth des letzten Factors erhält man ^ns Gleicliang (44), wo 
man (wenn m an die Stelle des dortigen ^ tritt) 

/ ilx) = (/*)* 

» = y 

zn setzen hat: nämlicli 

Substitairt man f&r die eben bestimmten zwei Grössen ihre Werthe, 
so erhsdt man: 

dn.xv „ 'ST (— 1)* (y^*)* '^^ / ,u/ » vy 

^^ y 

Ist y eine lineare Function von x. so yerschwindet — i-^ für 

jedes A ausser für A«»^«»ii; also bleibt von der ganzen Dop- 
pelsumme, von deren allgemeinem Gliede diese Grösse ein Factor 
ist, nur das letzte Glied übrig. Setzt man demnach y^^b-^-cx^ 
so wird dieses letzte Glied c»«» (/«)« , femer wird 
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«,1.2...(«-7)-l^|^ 

und indem die n — h — 1 ersten Glieder der Samme nach q yer- 
schwinden, so wird die Gleichung 

'?^ — — «?» «»+«^ (/«)» +1.2 ...nx^^rcx X 

^ (- l)v K-^ (b + e;r)^-»»+* ^ST- „ jAm_ X 
^^ (1.2.„y)' <?«-» ^ ^•••«" (/a;)m ^ 

jr^n — A fR— >1 

g— 1 ;,-0 

Ist xb» JT. SO kann man den Werth von — 1 V, ' auch aus Glei- 
chnng (45) entnehmen; es ist nämlich 

Setzt man diesei» Ausdruck an die Stelle des vorigen für die ge- 
nannte Grösse ) so erhalt man: 
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y=-» 



"^ (— l)«1.2...i»A^ (lä;)-^flf — m)\ 

Es sei y = {6 + cj!:)ß , dann ist: 
^'f^ — 1 ♦ 2 ... « (Ä/?)„ e» (Ä + ca:)hß-n 

Führt man diess ein, und berücksichtigt, dass 
ist, so erhält man: 



(48) 



/«o» 1 A—l 

Ist /? «— 1, so verschwindet (^/?)n ansser für A «-»>&«»« n; es bleibt 
daher von der Doppelsamme, von deren allgemeinem Gliede es ein 
Factor ist, nur ein Glied übrig, and man erhält: 
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y— «» 

-^ (- 1)* A n-, /£+c^y ^ 

^^ 1.2...^ \ f!X ) 

I»— 'fr 

^ (— 1)« 1 . 2...m Ä»!/^)-«» "cXq — m) 

m— I 

Yntauscht man das Sammenzeicben der h mit denen der jr nnd 
der m, so kommt: 

1JJ_«£» -S-(-^)»(^* 

^ l* + c.r)» ^ 1.2...>& ^ 

Den Werth der ersten Samme kann man aaf folgende Art finden. 
Bezeichnet man sie darch «, so hat mau: 

folglich: 

8 
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> 



A— 1 

oder, wenn man ^ — A für A setzt: 



y 



A— 
oder, da der letzte Factor für h^k — m yerschwindet. 



> 



* — l— ir A:„ 

Nnn hat man: 

(^ — »i)a— (^ — m— l)/k + (^ — «1— 1)a-i 

(k — Ä)„-.^ — (k — h — \)n-^ + (>& — A — l)n-^-l 

Mnltiplicirt man den ersten Theil der rechten Seite der ersten 
Gleichnng mit der rechten, das Qbrige mit der linken Seite der 
zweiten Gleichung, so kommt: 

(^ — Ä)n_^ (^ — »»)a «- (^ — Ä — 1)«-^ (^— »»— 1)a 

+ (^—A — l)„_fl_l (>& — !»— 1)a + (^ — A)„_^ (*—!» — 1)a-1 

Mnltiplicirt man beide Seiten mit (— 1)*, und summirt sie nach 
h zwischen und k — »>, so erhält man: 



y 



Ä— 

Ammmk 1» 1 



^ (- 1)* i/b-A- !)„_, (>&-»»- 1)» 



A— 

A'^Jk — m — 1 






IIS 



+ ^^ (- I)* {k - Ä)„-, {A-^m- 1)a-.i 

wo die wegen des letzten Factors yerschwindenden Glieder bereits 
entfernt sind. Setzt man im letzten Theile der rechten Seite h-^l 
für h, so hebt er sich gegen den ersten, and es bleibt bloss übrig: 

h'^^k — m 

^— 

h^^k — m — 1 

^^ (- 1)* {k - h - l)„^,_i (^ - r/t - 1)a 

Die rechte Seite hat dieselbe Form wie die linke, nur dass sie 
k — 1 für k nnd n — 1 für n hat. Daraus sieht man, dass man, 
ohne den Werth der linken Seite zu andern, k und n zugleich 
am gleiche Zahlen vermindern kann. Zieht man demnach Ton bei- 
den ^ — m ab, so kommt: 

h^k—. 



5 



(_ rjA (^ — ^)^_^ {k -> m)n ^ fn„-q^k-hm (4^) 



folglich wird 

* = (— 1)* ^m ^k-H-n 

Führt man diesen Werth ein, so erhalt man: 

8 
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^■— » 



y-1 

Es sei ferner io Gleichung (48) /^ — — 1 , so wird 

(hß)n^ - (- 1)«-H (A + « _ y _ 1)„^ 
^ (- 1)* k„ (hß)n — (- 1)» ^ (- 1)* >&» (Ä + 1» - l)n 

A— 1 A-.1 

d. i. irenn mau k — h fta h setzt, 

Den Werth dieser Grosse findet man aas Gleiclinng (49), indem 
man daselbst Jle-^n — 1 V\t k, n — 1 fflr m, and ^ i— setxt; 
dann lautet sie, indem das letzte Glied Terschwindet, 

"^ (- 1)» i6» (^ — A + « - 1)« — (« — l)»_i 

A— 

folglich ist: 

h—Jk 

^ (- 1)* H (- h)n - (- 1)»+* (» - l)»-i 
A— 1 

FOlirt man mit Beachtung dieser Gleichung die oboi bezeichnete 
Subsütution aus, so erh&lt man: 
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'^ (4 + » — y-l)„_q I b + gjry ^ 
^^ 1.2...^. V ex / 

y- 1 

Vertauscht man das Summenzeichen der h mit dem der k und dem 
der m, so kommt: 

i&— 1 

»I— ^ A-B^ 

2^(-i)"'7l^'^(V-'»)^(-i)*>t*Ä«(^»-/-i)«-«] 

m— 1 >S— 1 

Verfahrt man mit der ersten Summe eben so wie im Torhergehen- 
dea Falle, so erhalt man: 

2" (— D* kk Ä„ (k + H- q — 1)»_^ = 



>i— 

Setzt man in 61eichong(49) k-^n — q—\ IXkxk und 1»+» — y — 
für f», so findet man, dass der letzte Aasdraek. 

= (- 1)* ^m (»» + « — y-l)Ä-i 
ist. Führt man diesen Werth ein, so kommt: 

rfo^ ~l M (Ä + cx)» *^ X 1.2...^ ^ 

Es sei femer in Gleichung (47) y >« a^/?«, dann hat man: 
Daher wird die genannte Gleichung 

>&— 1 A^ 



[1 +^ (— l)<r «^ (Ä/Jj?)-<r X 



»:1 
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=9 

Ist in jrv y von der Form (^)«, so kann man anch so ver- 
fahren. Zuerst erhalt man aas Gleichong (5) 

A— 1 

Entwickelt man den letzten Factor nach Gleichung (45), so erhalt 
man: 

(- 



J^ ^(-1)* 1 .2 ... «I [Ä(«+ 1)]« (Ar)— €?(»-«•) 

m— 1 

Führt man diesen Werth ein, und vertauscht dann die Snmmen- 
zdchen der m und der h, so erhalt man: 
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Der Werth der ersten Summe ist für a «- — 2 und a — « 1 be- 
kannt; Tergleicht man nämlicli din allgemeinen Glieder der Aos- 
drücke 

— -j— — und — . „ 

welche sich ans Gleichung (17) ergeben, mit denen , welche die 
Gleichungen (15) (16) für die nämlichen Grössen liefern, so er- 
hält man folgende Summalionsformeln: 

(50) ^^ (- 1)Ä ÄÄ (- A)n - (- 1)«+* {n - l)fr-i 
Ä— 1 
/i=Jk 

(51) ^^(-l)*^A(2Ä)„-(-lj*^n-*22*~« 

Ä = l 

Um dieselben anzuwenden, hat man nur m für n zu setzen, und 
in der Gleichung selbst «=> — 2 und a — 1, dann kommt: 

dn.x^lx)-^ 



(_ 1)« ^(to)-2_„ ^ j^ojL X 



dx^ 
^ l.2...m{m—\)H-i{lx)-^C{n—m) 

^ {— l)» 1 . 2 ... m k„^ (2 /.«;)-« Cl« r- m) 



. 1 • 






I9»»»l 



t . 
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Sechzehntes CapIteL 

Functionen der Kreisbogen. 



Um die löhem Differentialqaotienfen der FoDctionen tod Kreis- 
bogen zu entwickeln, kann man die letztern in imaginärer Form 
an die Stelle der Logarithmen setzen, und die diesen entsprechen- 
den Formeln aof sie anwenden. Es ist bekanntlich 

e~^ — COM X — isin x 

und wenn man eins dorch's andere dlTidirt, 

«,. cosx + is$nx 
cosx — isinx 

1 -^ itgx 
1 — itgx 

Es sei nun x *— arc tgXy und x -« iu^ so ist: 

itgX'^^ix^''» — u 

NoD ist nach Gleichnng (43) 

rf»y(— 2»») (_i)» -sr~ ,,.,., 

(- 1)* »» hn-k ,2to 'j~^ V ^ (— ly A-^ C (p) 

Setzt' msB 9 (—2») <— f(x), ao iat mtk Gltidmiig. (12) 
y*(- 2»») — /» («) (-2«)-* 
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oder da — 


• 

< 


.=9 e 


in 

~ % ist, 
(— 2»x) — 


/*(«) 


2-* 


itt77 

^ 2 


Ferner ist 






«+**■■* _ 


/1 + - 


f* 





Führt man diese Werthe ein, und setzt arc ig ^ für s, so er- 
halt man: 

d^narctgx) _ (- D" ^^, („^, , ^^ 2-* ^ X 
«te» i.2...» ^ '' ^ ° ' 

/l=-l /»— 

Nnn ist 

=■ (- 1)* ^ (— »)« Ä« 2* (1 — «)-« 
folglich, da ^«»ft#«»«2t# ist, 

nin 

— (— l)*«-"ä"1.2...» X 
^ (— 1)« Ä, (y +«-!)« 2« (1-«)-«-« 

Fflhrt man dieses Werdi tin, and setzt wieder —imV^u, so 
erhalt man: 



128 



d^f {arc ig x) ' 






Ä = l 

/t = n 

^" (— 1)« Ä, (y+w— 1)„ 2« (l+«:r)-»-« 

^ (- 1)" hrP C (p) 
p=0 

Um aus diesem Ausdrucke die imaglpären Elemente "zu entfernen, 
mnss man die Nenner reell machen , und die Zähler entwickeln. 
Für diesen Zweck hat man 

1 1— #> 



1 + #> l + x^ 
folglich 

_ (1 — f>)^-* (1 + 1>)*-^ 

Jetzt sind alle Exponenten positiy; daher erh&lt man nach dem 
binomischen Lehrsatze: 



in 



(1 — ir)»-* = (1 + «'"T^)»-* 






»>=0 
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rin 



r=.h — q 

r = 

Führt man diese Werthe ein, und bringt alle imaginären Grössen 
zusammen, so erhalt man: 

h-=-n y=h 

^ »A Ä»-* ^ (— 1)« Ä, (y+«_l), 2« X 

. m=n — A r = Ä — / 

»1=0 r=0 

p-=,n — k 

Setzt man n — k — r — m PXt r, so wird die Snmme nach r, 
mit Weglasdnng der Summe nach p, 

r=^n — k — m 






1» 
Die Grösse ^j-^^+^m)-^ .^^^ j^^, j^^^ gmA^ r, =±1, für 

jedes ungerade r, == ± f. Demzufolge ist der ganze reelle Theil 
des Ausdrucks in den Gliedern enthalten, fflr welche r gerade ist. 
Da also, wenn die linke Sdte. reell sein soll, der imaginäre Theil^ 
d. h. derjenige, welcher den gemeinschafUichen Factor i und aus- 
erdem nur reelle Elemente hat, fflr sich Terschwinden muss, so 



125 

ist die Summe aller Glieder, fflr welche r ungerade ist, = 0. 
Nach §. 4. der Einleitung kann man in diesem Falle 2r für r 
setzen; dann wird die Summe nach r 

n — k — fn 



r = 



n^k — m — Ä + 5^ 

Vertauscht man die Summenzeichen der r und m^ so werden die 
Grenzen der r 

'LuA ^ r ^ "^^—^ 
2 < ^ < 2 

die der j9i hingegen können unyer&ndert bleiben, weil die Be- 
dingungen 

#t — k — Ä + y — 2r ^ »» ^ f» — ^ — 2r 
durch das Verschwinden der Grösse 

erfüllt werden. Vertauscht man femer die Summenzeidien der r 
und q^ so werden die Grenzen der r 

1 — ^ =, = ^ — ^ 

und die der q 

1 ^ jr ^ 2r + >fc 

• 

weil die Bedingung q'^h Ton selbst erfüllt wird, indem 2r-|-i& 
^ A ist Vertauscht man endlich die Snmmenzeichen der r und 
hy so bleiben die Grenzen unrerandert. Stellt man also das Sum- 
raenzeichen der r zwischen die der h und k^ so hat man nur 
die so eben bestimmten Grenzen beizufflgen, und erhalt: 

i&=l 



«A /4»-* X 
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« — k , 

r = — - — Ä = « 

^ (- \)i Ä, (« + y- l)„ 2« X 

■• 



:^ 



l— 1)"* (n - Ä)„, (Ä — f/)n-H^^2r X 



»1=0 
/» = » — ^ 

^ (- 1)" Ä-p «^C;») 

Um auch die höhern Diffq. tod f{arctg%) Dacli or za ent- 
wickelü, hat man diese FnncUon erst ia Gleichong (5) einzufüh- 
ren, wodurch 

d'^fiarctgx) ^^^ d^f(a r ctg%) 

zurückgeführt wird, dessen Werth man ans der so eben entwickel- 
ten Gleichung findet. In der Form aretgx sind aber die Arcus 
aller trigonometrischen Functionen enthalten, insofern man die 
Tangente als Function einer jeden der übrigen betrachten kann, 
so dass man hat: 



II >■ ■ ■« \% 



+ arc COM ^ = 2 ju 71 -|- arc tg ^ar-^ — 1 

arc Min x =■ fxn + ( — l)fi arc tg {ar-^ — 1)~^ 

= (ju — "ö") ^ + (•" ^)^ ^^^ tg l/^t^^ — 1 
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± arc see x =^ 2fin -|- arc ig ^^' — 1 

= (2/u — -— ) n -|- arc tg {x^ — 1)"" t 

arc coiee ^ = ^ i + ( — 1 )^ arc tg (x^ — l)"4- 

= (u — -ö") ^ + ( — ^)^ ^^^ ^s V^^ — * 

Hiermit ist ToUständig erwiesen, dass man die hohem Differential- 
qnotienten aller Functionen > die auf beliebige Art ans den ge- 
nannten einfachen znsammengesetzt sind, independent ausdrücken 
kann, und die aufgestellten Sätze reichen hin, um diese dperation 
in jedem Falle auszuführen. Die betrachteten Functionen begrei- 
fen alle expliciten algebraischen und sogenannten transceidenten 
der ersten Glasse in sich. Wie weit dieselbe Theorie auch auf 
andere Functionen anwendbar ist. wollen wir im nächsten Capitel 
sehen. 



Sielbzelmtes Capitel. 

Von den Integralen. 



Eine Function, die sich nicht in entwickelter Form auf be- 
stimmte bekannte Functionen zurückführen lasst, wie wir sie bis 
jetzt betrachtet haben, kann, wenn wir Yon unendlichen Reihen, 
Kettenbrüchen u. s. w. absehen, namentlich noch auf zweierlei Art 
gegeben sein: in Form Ton Integralen oder durch Gleichungen. 
Ist eine Function % von x durch eine Gleichung wie 

gegeben, so findet man die Differentialquotienten yon % successiye 
bekanntlich auf folgende Weise: 

^ = _ (!k.\ : i^\ 
dx V dx) ' V«fe / 
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Differenziirt man diese Gleichung melnnals, und setzt jedesmal 
für -j- , so oft es anf der rechten Seite erscheint, seinen Werth, 

so erhalt man, nenn der Kürze wegen (-^j^^^i gesetzt wird, 
^y =— — (^\ 4. — ( ^^y \ /</y\ .1 fd^y\ r^\ * 

ia;^ »1 W;rV "*"«J \djcdx) \dx) %\\da:^) \dx) 



dx 

d^% 
dx^ 



x^ V^V +^ \Xdxdx) \dx^) "** \dx^) \dx)\ 

_ £ \(d'y\ (d^y\ , 2 ( ^''y Vu ( ^'y \ (^\\ A\ 

%\ Wdx^ ) \dx^) "*■ \dxdJ "*" \dxd%^) \dx}\ \dx) 



dy\ 
dx) 



"•" < L \dx^ ) \dxd%) "^ \dx^ ) \dx)\ ( 

%\\dx'') \dx) 

Um demnach , ^ independent auszudrücken, müsste man das 

Gesetz kennen, wonach diese Reihen fortschreiten; ein solches 
würde sich indessen nur mittelst neuer Prindpieii auffinden lassen. 
Noch schwieriger würde die Unlersuchnng, wenn die Function 
durch mehrere Gleichungen zwischen mehr als zwei Veränderlichen 
gegeben wäre. 

Was die durch Integrale ausgedrückten Functionen betrifft, 
so muss man unterscheiden, ob ein blosses Integral oder eine 
Function eines Integrals gegeben ist. Im erstem Falle kann man 
bekanntlich leicht die Differenziation des Integrals auf die der zu 
integrirenden Function zurückführen. Die aUgemeine Form eines 
Integrals als Function Ton x ist 

' (x ' 

Von seinen 3 yeränderlichen Elementen jf{x,^)t y und % kann 
man indessen eins constant machen, indem man entweder S+y 
für § setzt, so dass 
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.wird, oder das Integral in zwei zerlegt, 



so dass anch 









fflr die allgemeiDe Form gelten kann. Hier hat man wieder drei 

Falle zu unterscheiden, je nachdem J^{j^,^) oder x oder keins 

Ton beiden Ton a; unabhängig ist Im ersten Falle hat man be-* 

kanntlich 

d (% .. ^ , dz 



I* fm di - fix) 



dx ]a da: 

dalier 



^j^*«"«-^ [>'">§] 



Im zweiten Falle hat man: 



dl 



dx 
nnd erhalt durch Fortsetzung der Differenziation : 

Im dritten Falle hat man : 
dfx (z d/{x,l§) dz 



z^ Ja Ja dx^ 



daher 

Setzt man n^— >& fflr n und 



^=S^ «r /(„!) 



9 
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nDd bezeichnet diese Grösse der Kttrze wegen darch /*(^>l), 
wo sich also die Diiferenziation nur aof das erste Element x und 
nicht auf % bezieht, so wird die Gleiclinng 



dx' 






Snmmirt man nach k zwischen den Grenzen and ^ — 1, so 
kommt: 

k—n—\ 












+y.£^ [/*(-)£] 



Setzt man anf der rechten Seite der Gleichnng k — 1 für k^ 
trennt yon deren erstem Theile das letzte Glied, Ton der linken 
Seite das erste ab, so heben sich die ttbrig bleibenden Sammen, 
und man erhalt: 



- j*/(:r,|)rf|- |*/»(x.§)rf5 



dx 



y ^ [/- (-') a 



wo zu beachten ist, dass y^*~*(^,») der partielle Differential- 
qnotient nach ar ist, während sich das vorstehende Differential- 
zeichen anch aof » als Veränderliche bezieht. 
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In allen drei Fallen gelang man, im Fall f{Xy^ selbst ein 
Integral ist, dnrcli Wiederholnng des Verfahrens zum Ziele. Ist 
ein Integral mit einem yeränderlichen Factor mnltiplicirt, so kann 
man denselben hinter das Integralzeichen rücken; z. B.: 

Ein Prodact mehrerer Integrale kann man als ein mehrfaches In- 
tegral betrachten; z. B.: 

ausserdem kann man die höhern Differentialqaotienten eines sol- 
chen Products mittelst der Gleichung (l) anf die der Factoren 
zurtlekfQhren. 

Was nun die Functionen yon Integralen betriflt, so ist klar, 
dass sich die bisher anfgestelUen Formeln nicht zur Reduction 
ihrer hohem Diffq. auf die der zu integrirenden Function benutzen 
lassen, weil man ein Integral nicht als Function der zu integri- 
renden Grösse betrachten, und so in einfache Functionen zerlegen 
kann. Nur so Tiel lässt sich auch auf sie anwenden, dass, wenn die 

n 

in Cap. in. eingeführten Grössen uh einmal für ein bestimmtes 
Integral -» % gefunden sind, man auch die hohem Diffq. aller 
Functionen desselben Integrals kennt Die Auffindung einer eige- 
nen Rednctionsmethode für Integrale scheint dagegen Schwierig- 
keiten zu unterliegen. 
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Achtzehntes Capitel. 

Fernere Benutzung der allgemeinen Entwickelung im 

elften Capitel. 



Die BestimmuDg der Grössen uh mittelst der Gleichnng (21) 
ist im elften Capitel allgemeiner ansgeführt worden , als für den 
nächsten Zweck erforderlich war; sie ist daher noch anderer An- 
wendungen fähig, die zwar nicht wie die erste znr Yollständigen 
Entwickelung der gesuchten Grössen dienen, aber wenigstens be- 
merkenswerthe Relationen zwischen denselben liefern. Zu den 
Functionen, welche den daselbst ausgesprochenen Bedingungen Ton 
9a (2;) genügen, unter denen jene Entwickelung anwendbar ist, 
gehören namentlich noch 

denn im ersten Falle hat man : 

<pj (as) — 1 . 2 . .. Ä {a)H {an + «)«-* 

so dass 

ÖA— («*+«)« } Ä* — 1.2...>fe(a)* 
1 

Ch — ; 

ZU setzen ist; im zweiten Falle: 

vi («) - (- 1)*+' 1 . 2 ... (i& - 1) (HA + X)"* 
daher 

oft — 1 ; Ä» — (— l)*+11.2...(/fe— 1) 
1 

In beiden Fallen ist Ch dieselbe Grösse, daher können wir sie 
leicht beide in einer Form begreifen. Nach den Gleichungen (27) 
sqq. hat man: 
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1 

<» — -r- — «» + » 



Qh dx^ 






A— 1 

üf» — Z>» («» + x)»-» ^^ (- 1)»» (a» + js)-!» C (op + *) 

/»— i&— 1 

üfA — D» (o* + *)*-» ^. (- 1)»» (a* + x)-!» r (Op + x) 

1 

(o* — o,)... (a* — o»-i) (a» — o*-i) •••(«» — «n) 

and erhalt nach gehöriger Sobstitotion: 



Z>* — 



-^i» >'*(«) X 






i^ (a» +«)»+*-» ^ 9» («) 



Ä» («* — «») ••• (o* — o*-i) (»ft — «*+i) ••• (<»* — <*») 



A— 1 

^ (- 1)" (o* + «)-^ «^ (ap + x) 



n 



Um C(ap + x) zu bestimmen 9 kann man es auf folgende Weise 
entwickeb. Nack Gleicbung (27) ist 
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» ■ ( — i)p <^~i» 

(§ — «»-») für g — 

Entwickelt man das Prodnct nach Potenzen Ton (g — x), so kommt: 

n ( — l)p 

— ^ (» — y)„-p *^« C (o,) 

Indessen kam man noch einfacher zum Ziele kommen, wenn man 
Oh — t fttr Oh snbstitnirt, and nach der Differenziation }' — « 
setzt. Setzt man a« — y fUr a«, so geht <f^ {%) seiner Bedeu- 
tung gemäss aber in ^«(x — y), und die Gleichung wird: 



^-TtS;/'« 



X 

^ (o»)n+ft-l ^ y» (, _ y) 

>/^ Äft(o» — l)..-(«ft— 0*-l) (»* — «ft+l)-" (»» — »n) 

^ (- 1 )" («»)-' ^ (Op) (y - ») 

Setzt man jetzt n^^ «« a^, so erh&lt man: 



18Ö 



4— ff 






-r27^^:^/*wx 



p^^^k — 1 r— /? 

^'-"'•-''A'-'>' ^(r)^,^-r) fr-') 
Setzt man statt dessen a* ^ A, so kommt: 

i&— 1 

^^(- \y h-P C (p) (y-*) 

Id beiden Formeln kann man die Orössen ^a, A^, 9a (« — y) auf 
doppelte Weise bestimmen. In der ersten ist entweder 

«Ä— HA« ; Ä^_ i.2...^(«)* 

oder 

«*-l ; Ä*— (~l)*+il.2...(^-l) 

In der letzteren entweder 

Ca — Ä« ; Ä»— 1.2...ifc(a)* 

9A («— y) — (A — y + ») 

oder 

ö^-l ; ÄÄ-(-l)*+il.2...(^-l) 

9a(» — y) — /(Ä — y + ») 
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Hier kann a jede beliebige Grösse sein, nur keine positiye ganze 
Zahl <in, weil sonst Bk, welches im Nenner steht , «■ sein 
würde. 

Setzt man cos {a^ + 2») an die Stelle Yon 9^ (s) y so erhält 
man, was anch a^ sein mag, nnr 2 yon einander unabhängige 
Gleichungen, welche zwei durch ihre Einfachheit bemerkenswerthe 

n 

Relationen zwischen den uh liefern, wenn sie gleich nicht zu de- 
ren Bestimmung hinreichen. Wir wollen daher nnr 2 Werthe Yoa 

71 

Ok nehmen, nämlich a^— — y und a^— --y — -^y so ist: 

Vi («) = e?o#(2j — y) 

Führt man diese Werthe in Gleichnng (21) ein, so kommt 
rf» coi {% — y) "\^ / kn 



^ C09\%-'y'\' ~\uk 



Setzt man nach der Differenziation y»»«, so kommt; 



rf" cos {x — y) . . "V^ k n 



=.)-2 



n 



iy = z) — > rö* "^ . i/ä 






(y^x) = ^ #m -^ 



Da nnn in der ersten Gleichung das allgemeine Glied der rechten 
Seite für ein ungerades ^, in der zweiten für ein gerades Jk Ter- 
schwindet, so kann man nach §. 4. der Einleitung in der ersten 
Gleichung 2^, in der zweiten 2^ + 1 für Jk setzen, und erhält 



n 



alsdann, da cos kn = ( — 1)* und sin (2>fe + 1) — «= (— 1)* ist, 



1S7 



^ 2 



^N^ . . . » d^cos(z — y) . . 









/r«»0 



Nrennzelmtes Capitel. 

Entwickeluüg in imaginärer Form. 



n n 



Arn einfachsten lassen sich C{ap) nnd Uk aasdrücken, wenn 
man für a* die nie Warzel der Einheit setzt Es sei also 

a — cos h f ww—r- 

/* 2 

0A — «* 

Da die Grössen a, a'^ , a^ , ... a'' sämmtlich Warzeb der 
Gleichang 

g» — 1 — 

sind, so ist 
Ausserdem hat man: 
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Vergleicht man die Coefficienten der gleich hohen Potenzen \on $ 
in beiden Ausdrücken derselben Grösse , so erh&lt man: 

C (««) — 1 

C (aP) — (0 < /> < n) 

C (a«) — (~ 1)»+L 
Nun hat man nach Gleichung (30) 

k 



Ist nun, wie es allein yorkommt, ^^^7 ^ ist /?<<#», folglich 
verschwinden alle Glieder der Summe bis auf das erste, und es 
bleibt: 

Um Di^ zu bestimmen, hat man nach Gleichung (22): 



2 



Mj, a*(*^i) — 1 



h 

Setzt man fflr Mh seinen Werth, so kommt: 

>&— 1 



/>» 








folglich: 


_ ^ ||-A(*-1) 






Nun ist nach Gleichung (29): 

n \^ A 
A>1 


^-a*« 
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Setzt man fttr Mh seinen Werth^ und sobstituirt den Ausdruck in 
die Gleichung 

so findet man: 



^^/M«)^«-' 



Setzt man jetzt 1% für %, so erhält man: 



Aft ,-«» '^•«''* 



i& — 1 A=:l 

Um ans dieser Gleichong einen Aasdrnck fflr C{k) al)ZDleiteo, 
setze man x fflr x, so kommt: 

- ^ • ^ "'J^~^^ ^ /*(^) ^ «-** («*)» 
Ausserdem hat man: 

±^_<^§(-.).y.,fe,c|„-^, 

Die Yergleidumg der Coefficienten beider Ausdrucke i^ebl: 
C (» — ife) = (— 1)»+* 1 . 2 ...(»— 1) ^ o-** (»*)„ 
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Setzt man n — Jk für Jky und alsdaim n+l ffir n, so erhalt man: 

C{Jk) = (— 1)* 1.2...«^ a-*(«-*+i) (a*Wi 

wo a die (;»+ l)ste Wnrzel der Einheit ist, daher man hat: 
folglich: 

(7 (>&) _ (^ 1)Ä 1 . 2 ... » ^ a** (a*)„H.i 

einen Ausdruck, der schon zu Ende des XIII. Capitels auf andere 
Weise hergeleitet worden ist. 

Will man. aus dem obigen Ausdrucke die imaginären Elemente 
entfernen, so kann diess am einfachsten auf folgende Weise ge- 
schehen. Denken wir uns, dass y nach der Differenziation in z 
übergeht, so ist: 



" 1 '"ST" Air «Av ^-e^^ 



Ä— 1 

Ä— 1 
Nun ist: 

. Ihn , . . Ihn 

n n 

.. 2M;» . . 'Ihkn 

H— Ä» «a 00« f «9^ — - — 

n A 

i , V 2Ä7r , ., V, . 2Ä7I 



^ 



+ • mW ((x — y) Hn ^) J 
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Moltiplicirt man die beiden letzten Gleichungen, so kommt: 

[/- . . Ihn 1hkn\ 

+ .«»((*-y) ,m- —)\ 

Führt man diesen Werth ein, so kommt: 

Ihn 






X 

^eos [^[x — y) M»^ ^ j 

, . . tt \ • 2Ä« 2M7r\l 
+ • «m ((*-y) «<» — ^)J 

n 

Da nun für ein reelles % auch Uj^ reell ist, wie man leicht ans 
frühem Formeln abnehmen kann, so mnss der mit i mnitiplicirle 
Theil der Snmme yerschirinden; was auch schon daraus folgt, 
dass der entsprechende Theil des allgemeinen Gliedes dieselben 
Werthe mit entgegengesetztem Vorzeichen annimmt, wenn h in 
n — h übergeht. Führt man darauf den Ausdruck in Gleichung 
(52) ein, so erh&lt man: 

[, . . Ihn 2AJknl 

wo der getroffenen Bestimmung gemäss nach der Differenziation y 
in z übergeht. 
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Zwanzif^stes Capitel. 

Zusammenstellung aller durch andere Methoden gewonne- 
nen, hierher gehörigen Formeln und Sätze. 



Obgleich unsere Aufgabe in der bezeichneten Ausdehnung nun 
Yollsiandig gelöst ist, so können doch, selbst abgesehen yon einer 
möglichen Erweiterung der Theorie, die Untersuchungen über die 
independente Bestimmung der höhern Differentialquotienteo nicht 
für abgeschlossen gelten; denn es ist klar, dass neben den gefun- 
denen Ausdrücken für dieselben Grössen noch yiele andere exi- 
stiren können, die sich sowohl in der Form der Entwickelung, als 
auch in der Darstellung der numerischen Coefficienten dermassen 
unterscheiden, dass sie sich nicht durch leichte Umformung aas 
den erstem ableiten lassen. Demnach wird eine Behandlung aller 
bisher bekannten einzelnen Formeln und Sätze, die zur indepen- 
denten Bestimmung der hohem Diffq. dienen, eine keineswegs über- 
flüssige, wenngleich noch unvollständige, Ergänzung der allge- 
meinen Theorie sein; durch deren Vorhandensein jene eher an 
Bedeutsamkeit gewinnen als yerlieren können. 

Die erste Veranlassung zur Aufsuchung independenter Aus- 
drücke für höhere Difi'q. gab ohne Zweifel der Taylor'sche Lehr- 
satz, demzufolge sie zur Coefficientenbestimmung in Reihenent- 
wickelungen yon Functionen dienten. Da indessen zu diesem Zwecke 
die Beibehaltung der Veränderlichen in den hohem Diffq. nicht 
unbedingt erfordert wird, so dass z. B. zur Entwickelung yon f(x) 
nicht nothwendig y^'*(j5'), sondern nur etwa f^{f^)y f^(\)i etc. 
bekannt zu sein braucht — so wandte sich die Untersuchung im- 
mer mehr auf solche specielle Werthe, und es waren anfangs nar 
die Functionen jr«, ^, cot x, sin x. Ix, dLeren höhere Diffq. man 
in ihrer allgemeinen Form darstellte. Die erste etwas complicir- 
tere Formel ist yon Euler gefunden, nämlich für arctinx; sie 
findet sich in seinem Werke InstiL calc. diff. p. /. pag. 171 
ohne Beweis, und lautet nach unserer Bezeichnung: 
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#/*• arc sin x 

* 2 

i&— 

Um sie za beveisen, differenziire man sie noch einmal, so 
kommt: 

«pH-i arc »in x 

«—1 



k~. 



2 

» — 2i6— 1 






Lr)2» 

" 2 

1.2...(«-l);r» ^^ 2«-l 

i6— 

Maltiplicirt man im ersten Theile der rechten Seite Zähler 
ond Nenner mit 1 — x"^, und zerlegt die Summe nach den beiden 
Gliedern des Factors 1 — x'^ in zwei Theile, so kommt: 

rf»+i arc sin x 

« — 1 



Jk — 



2 



1.2...(n-l)x« -^^^ ,„,^ . ,, n-1k — \ 






l.2...(« — i)j^'Sr.oA^ r« n »-2^ — 1 
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Die zwei letzten Theile der rechten Seite lassen sich leicht addi- 
ren; im ersten setze man k — 1 für ^, so kommt: 

d^+^arcstnx \.2...{n — l);r" 



«fcr"+^ (1 — x^Y+k 



X 



^ 2 



[^ 



4 (2^ - 2)»_i (« - l)2fc_2 " ^*+ * 



(2x) 



a» 






k 



2 



+^(2>&)*(»-l)2*^^] 
k—0 

Nun hat manr 

(2i6 - 2)*_i (« - l)a*_2 (« — 2^ + 1)- 

/a/v '^^ 2i&(2it-l) , 2.^1\ 

(^^>*"^ 2>fc(2>&-l) - ^(«--2>fc+V "-^^+^> 






ferner 



(«-1)2* (» + 2-^) — «2» ^--—^ (« + 2^) 



»i* 



4>&^ 



(-'-^) 



Führt man diese WerOie ein, so kommt: 
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>&-= 


+1 

2 


l> 


(2^U »2* 
(2^)2* 


A-^ 


1 
2 


-> 


(2^)* «2* 
(2r)2* 



n 



(-^)] 



ifc==0 



Beachtet man nun, dass das allgemeine Glied des ersten Theiles 
für >& *» Oy das des zweiten Theiles, wenn n gerade ist, für 

^ — — , wegen des Factors \n — • J, und beide, wenn n 

n+ 1 
ungerade ist, für ^— — 5 — , wegen des Factors «2*, ferschwin- 

den, so sieht man, dass man beide Summen, ohne ihre Werthe 

ZU Terättdern, zwischen den Grenzen A^^O und ^«»-77 nehmen 

2 

kann. Addirt man sie, so yereinigen sich und n 



n n 

zu n, und man erhalt: 



d^^^ arc sin x 



^2 



>t— 

Da dieser Ausdruck mit dem zu beweisenden übereinstimmt, wenn 
man daselbst f> + 1 für i» setzt, so folgt, dass derselbe far ein 
wachsendes n richtig bleibt, wenn er für einen Werth Yon n rich- 
tig war. Nun ist er für 1» — 1 richtig, denn da giebt er: 

dare sinx 1 

dx ~ |/l — ^2 



folglich ist er für jedes n^\ richtig. 



10 
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Für dieselbe Grösse haben wir im sechsten Capitel einen an- 

dern Ausdruck gefanden; jener schreitet nach Potenzen von -5 

fort, dieser nach Potenzen von a:— 2. 

Später hat Pf äff in ahnlicher Form die höhern Diifq. von 
arctgx dargestellt. Die Formel findet sich in der Abhandlnng: 
„Localformeln für höhere Differenziale'', herausgeg. von Binden- 
bürg in seiner Sammlung combinatorischer Abhandlungeiu Wir 
können sie leicht aus Gleichung (11) ableiten, nach welcher 

d^ arctgx 1.2...(/t — 1) 



sin n f — + arc tg x\ 



dx^ (1+^')t 

£s ist bekannt, dass man den Sinus dt» Vielfachen eines Bogois 
nach Potenzen der Tangente desselben Bogens auf folgende Weise 
entwickeb kann: 

- n — 1 

k — — 

sinntf «= cos^q) ^ ( — 1)* «2*4-1 tg^"^^ q) 

n 1 
Setzt man q)'^-^ + aretgx, so wird tgq>=^ , und, wenn 

7t TT 

man arc tg x zwischen — — und -^ nimmt, 
CO» op —s — stn arc jfg- ;r — =n= 

"^ Yi+x^ 

das giebt: 

in w ( "^ + arc tg x) = 

* 2 



»tn 









Führt man diesen Werth ein, so erh&lt man: 

^S^-(-»->.^..(-.)(,-^)"x 
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2 



^^ (- 1)* n^k+i ^^-^ 



Der Ausdruck (11), den wir bisher überall zu Grunde gelegt, 
und aus dem wir den yon Pf äff hergeleitet haben, ist indessen 
erst in neuerer Zeit yon Grün er t gefunden worden. Ein dritter 
findet sieh im sechsten Capitel. 

Obgleich sich die Mehrzahl der unsern Gegenstand betreffen- 
den Untersuchungen auf specielle Functionen bezogen, so finden 
sich doch auch einige allgemeinere Theoreme vor. Das erste die- 
ser Art war eine Frucht der combinatorischen Analysis. In der 
zweiten Hälfte des vorigen Jahrhunderts setzte man nämlich grosse 
Hoffnung auf eine uneingeschränkte Einführung der unendlichen 
Reihen in die Rechnung, und suchte zu diesem Zwecke nicht bloss 
alle Functionen in Reihen zu entwickeln, sondern auch Regeln auf- 
zustellen, um alle algebraischen Operationen an diesen Reihen zu 
Yollziehen, wo es sich darum handelte, die Coefficienten der Eut- 
wickelung des Resultats zu bestimmen. Diese Aufgabe gab der 
combinatorischen Analysis yielen Stoff; sie wurde namentlich yon 
Pf äff, Hindenburg und einigen Andern bearbeitet, die, da sich 
jene Coefficienten oft in keine bequeme Form fassen Hessen, die 
Coefficienten der Entwickelung der Potenzen yon Polynomen zu 
Grunde legten, und andere Gr^yssen darauf zurückführten. In der 
obenangeführten Schrift hat Ff äff dieselben zum Ausdruck der 
höhern Diflq. benutzt, und eine Reductionsformel für dieselben 
aufgestellt.^ Wir können sein Theorem leicht aus einem frühem 
Satze ableiten, ohne tiefer iu seine Rechnungsweise einzudringen, 
und die Erklärung seiner Bezeichnungen yorauszuschicken, was 
uns zu weit führen würde. 

Ist Jz das Increment yon %y welches dem Increment Jx yon 
X entspricht, so hat man nach dem Taylor'schen Lehrsatze: 






10* 
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Lässt man nach der Differenziation y in x übergehen^ so kommt: 
Ferner ist nach dem Taylor'schen Satze: 

-^^^ -1- ^ + 1-72- ^^ + «'« • • 

. . /Jjc d% , ^jr2 d'^% . ^ \ 

Entwickelt man die rechte Seite nach Potenzen yon Jx^ und be- 
zeichnenden Coefficienten der ^ten Potenz durch Nn^ so erhalt 
man: 



> 



^/— 
Eine Yergleichung der Coefficienten giebt: 

d^ .{x — r)* 1 o Ar / \ 
d^ ^ 1.2...«A^„ iy^x) 

Schreibt man nun die Gleichung (6), wie folgt: 

^^ > 1—2— ^ >^'^^) dxn (^'-^^ 

und setzt für den letzten Factor seinen Werth, so erhält man: 
d'^fi^) ^^^ 1.2.,. f. 

Diese Gleichung mit Berticksichtiguug der Bedcutang yon JVn drQckt, 
wiewohl sie nicht mit denselben Zeichen geschrieben ist, das Theo- 
rem Ton Pf äff aus. Ihre Bedeutung ist der unserer Reductions- 
formeln ähnlich, jedoch nimmt die Anwendung, welche er davon 
macht, eine etwas yerschiedene Richtung. Er setzt zwar fflr die 
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Function / specielle Fonctionen, nnd leitet Fonneln für Ix, e*, 
coszy sinzy arctgXy tgx her; dagegen Iftsst er x anbestimmt, 

n 

lind betrachtet Nnf welches nnserm uh entspricht, als eine durch 
Relationen bekannte Grösse; demnach können jene Formeln an sich 
nicht independent genannnt werden. Wollte man aber Nn ent- 
wickeln, so würde man einen Complex yon Combinationen zwischen 
den höhern Diffq. yon x mit prägnantem Bildangsgesetz erhalten; 
und da dieser Umstand dnrch Specialisirnng Ton z nicht gehoben 
wird, so lassen sich aus der in Rede stehenden Formel keine für 
unsem Zweck branchbaren Resultate ziehen. Indessen ist sie auch 
hier insofern bemerkenswertb, als sie implicite das Theorem yon 
Cap. III. in sich enthalt, und man ferner daraus sieht, dass sich 

n 

die Grössen u^ durch Goefficienlen der Entwickelung yon Jx^ nach 
Potenzen yon Jx darstelleft lässt, ein Umstand, der auf einen Zu- 
sammenhang mit der Differenzenrechnung deutet. 



Sännndzwaiizitpstes CaplteL 

Fortsetzung. Entwdckelung einer eigenthömlichen Form 

höherer Differentialquotienten. 



Ein zweites Theorem, das zwar nicht speciell für denselben 
Zweck aufgestellt, doch mehr als das erstere geeignet ist, hierher 
gehörige Resultate zu liefern, findet sich in der Dissertation: ^^De 
evolvenda functiane 

yd . yd . yd ... ydX 

diiquiiitiones nonnullae analyticae^^ yon Scherk. Der Ge- 
genstand dieser Abhandlung ist die Aufgabe, einen Ausdruck yon 
der bezeichneten Form, wo y und X, beliebige Functionen yonj; 
sind, allgemein nach hohem Differentialquolienten yon X zu ent- 
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wickeln. Da jedoch die EDtwickelnng mittelst combiDatorischer 
Symbole ausgeführt worden ist, deren Gebrauch nach den in der 
Einleitung ausgesprochenen Grundsätzen hier yermieden werden 
muss: so sind wir genöthigt, die ganze Herleitung fahren zu las- 
sen, und nur die Aufgabe, wie sie gestellt ist, beizubehalten, diese 
übrigens auf anderem Wege zu lösen. 
Es sei demnach 

dx a.r* 

xd,zdy - , (xd)' V 
— , , ^ durch ^ . ^^ 
dx^ dx^ 

zd .xd.xdy , , (xd)^y 

tt. 8. w. bezeichnet, woraus man die Bedeolnng des Ansdrucks: 

( xd)^y 
dx^ 

leicht abnehmen wird. Ferner sei 

dx 

X 

daher: x •*-» -t— 

ds 

Differenziirt man y mehrmals nach ac, and nmltipliGirt jedesmal 
mit X, so erhält man nach einander: 

dy dy dt dy 1 

dx dt dx ds X 

xdy dy . 
dx d$ 

rf» . xdy d^y ds d^y 1 
dx^ ds^ dx di^ 'x 

dx^^ ds"" 

d.(xd)^y d^y ds d^y J^ 
dx^ d$^ dx ds^ X 

dx^ ds^ 



I 



daher aUgemeüi: 

Hierdarch ist die Aufgabe auf die zarückgeführt, die hohem Uiffq 
TOD y in Bezug auf 9 durch die In Bezug auf x auszudrücken. 
Diese haben wir bereits auf mehr als eine Weise gelöst, so dass 
man nur s iiir x, x iMr x, y für f(x) zu setzen braucht, um 
die verlangte Entwickelnng auf der Stelle hinschreiben zu können. 
Wir können indessen noch mehr erreichen. Vertauscht man x und 
My so ergiebt sich die Auflösung der umgekehrten Aufgabe, näm- 
lich die höhern Diifq. tou y in Bezug auf x nach Grössen von 
der oben bezeichneten Form zu entwickeln. Führt man beide Sub- 
stitutionen in Gleichung (5) aus, so erhalt man: 



dny_ ^ (- 1)* 1* (^rf)*y ^ , , u A, ,_A f^ll^ 
dar" X \.'l...k dx" XL d""" 

k—X /«— 1 

Durch die nämlichen SnhstituUonen erhalt man aus Gieiehaog (6) : 

k~=n An i"" |V 

rfjr« " XLir^'-'k djc^ dt" ^^ ' 



k. 



d^y 's;— ^« (xrffy " '\y i) 
dx^"" X l.'i-.k djc^ d^ 



(y — «) 



Obgleich diese Ausdrücke mit den allgemeinen Resultaten in der 
genannten Abhandlnog wenig gemdn haben, so gehen doch die 
n&mlichen speciellen Formeln darais hervor. Wir wollen daher 
dieselben Beispiele wfthlen, wie dort. Ist x-^x^ so wird: 

dx 



f 



« tx 

X 
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wo die Constante der Integration, da sie willkühriicli ist, anch 
fehlen kann. Folglich ist 

«a — -- «. ^n^hs «« ^n jph 

ds^ ds^ 

Substitnirt man diese Werthe in die erste nnd letzte unserer \ier 
Formeln, so erhalt man: 



dx^ X 1.2...>& dx^ X 


(— 1)Ä kh Ä« 


k^\ h—\ 




rf»y V^ {fxy^ {^d)^y 
dx"^ X 1.2..,>fe rfjr* 


(t-O* 


k—\ 




\ 


(y-/^) 


Es sei jetzt x — ^-*, so wird 




««.16^ dx *- ^ 




/ 




B» — w^m h^ ^ 

dx^ dx^ 




*— Ä «« -^1— Ax 





Snbstitdrt man diese Werthe in die dritte und zweite Fonnd, so 
erhalt man: 

k—V h~~\ 

Setzt man in Gleichung (46) (Cap. XV.) n für q, k fQr A, and 
l&sst nach der Differenziation j: in 1 ühergehen, so kommt: 
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^-^^ -» (-l)'H-»l .2...^ C(«->t) (x - 1) 

Setzt man hier jre—y für jr, so erhftlt man mit Berücksichtigung 
Ton Gleichung (12) [Gap.Y.]: 

WO nach der Differenziation j; e—y -« 1 oder y ^^Ix zu setzen 
ist. Nun ist 

^ 1 — — lyxe—y) 

y y 



^^' ( r ^)' _ . ■rf^.[/(^^y)] 



folglich 

Ix ,\Ä 

_ _ _ _r2l'* 

folglich y wenn y in Ix übergeht, 

■'■■(^-1)' ^_^^^^^^ 

Ebenso hat man, fflr y "^ It, 

rfn (Il-lY 

^y / _i — ii — ^-^ -^ C(«->fe) 



(_l)n+»1.2...>{.«:;-l 



_ (-i)>^K..... g..„_,, 

Snbstitnirt man diese Werthe am gehörigen Orte, so erh&lt man: 
ier-^dj^y (— 1)» '"sT" , ... »-i ,, rf*y 



Ä!»- _(=>)■ y(_.,.ft._., 
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Setzt man noch in den beiden Gleichungen, in denen e-* vor- 
kommt,* — ^ für or, so erhalt man die Tier Gleichungen: 

i£^y «"% tzi)!^! 'PCS i- ^ff^^r^'' 






{xd)^y 



^-<-=^y(-.)'&-;»-^)^ 



(53) 






&y^ _ .- ^ ein - >&) pL 



k-^X 



Zu diesen zwei Beispielen wollen wir noch ein drittes hinzufügen. 
Es sei z — x^^'^y wo a§0 ist; hier ist 



(j:«— 1 



— 1 da: -= — a:a 



a 






ds^ ds^ 



h\ ^ 



h h 



f n\ — n 

, —.^ otr~ ' 

dx^ dx^ 

= 1.2...»(Aa)„ a-Ä^Äa— n 
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Führt man diese Werthe in die ersten zwei Formeln ein, so er- 
hält man: 

^ i.l...k da* X ^ *' ** U/'» 
^^— (-l)»1.2...»;r-»X 

Für die drei Fälle a— > — 1, 2, — lassen sich auf die ersten 

Summen die Snmmationsformeln (50) (51) [Cap. XV.) anwenden^ 
wodorch man erhalt: 






^ — (— l)»1.2...»;r-»X 



dX 

(K^^j^y 1.2... » 'ST (4j-)-» fiPty 

rf^» ~ {4K*-)" y^ *'*"* 1.2.../t rf^ 

ffcy 1.2. ..» 'ST' , 2*j~^ (.^ / ^ 

rfx» "■ (2«>)» x'" * 1.2...Ä dx^ 

/&— 1 
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Man kann diese Formeln öfters zar independenten Bestimmang 
der höhern Diffq. der Function y anwenden, indem man zuerst 
die Grösse 

{% d)» y 
dx^ 

sncht, wobei man die willktihrliche Function z möglichst Torlheil- 
haft wählen kann. Ist z. B. y^^llx gegeben, so hat man: 

dy 1 





dx 


xix 






xdy 
dx 


1 
Ix 


• 




d .xdy 
dx^ 


l 






"" x{ixy ' 






{xd)y 
dx^ 


1 




Fährt man so fort, 


so behält die rechte Seile stets ihre einfache 


Gestalt, 


so dass sich der allgemeine 


Aosdrnck 




{xd^y 
dxf^ " 


. ( l)*+i 1,2. 


..(it 1)(/^)-* 


leicht finden lässt. 


Führt man diesen Werth in Gleichung (53) 


ein, so 


erhält man: 


>&— » 




d^llx 
dx^ 


<-r2-- 


(>fe - 1) (/o-)-* C\n — Jk) 



>&— 1 

Aus unserer Ansdrucksform ist klar, dass die Lösung der zu An- 
fang des Capitels gestellten Aufgabe jederzeit möglich ist> wenn 

— nach X integrabel ist, nnd sich x durch dieses Integral ex- 

z 

plicite ansdrticken lässt. Im entgegengesetzten Falle kann die 
Aufgabe dazu dienen, an die Stelle der zwei ungelösten Aufgaben 
yon Gap. XVII. zu treten, welche sich, obwohl unter Einschrän- 
kungen, auf jene zurückftihren lassen. Angenommen nämlich, die 
Grössen Lh in der Gleichung 
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k^ 


«» 






r/«fy 


^ 




(«) 


{xdfy 



seien allgemein bestimmt so braucht man erstens nar y'^f[ \ — \ 



zu setzen y om die höhern Diffq. einer jeden Function eines jeden 
unbestimmten Integrals durch die Gleichung 

dx' 

k~l 



^-;^z.(.,/.(j'^) 



ausgedrückt zu finden. Ist zweitens die Function % durch eine 
Gleichung f (x,%)^^ yon der Art bestimmt, dass man den 
Werth Ton x daraus entwickeln kann, so dass X'^q^ix) heryor- 
geht: so hat man: 

dx , . V 

dx 1 



dx qf {%) 




d^x d \ dx 




dx^ dx <p, (x) dx 




q'{z)d^x d 1 




dx' dx g/{x) 




d.q{%)d^x d^ 1 


dx 


dx^ dx^ (p'{x) 


dx 


i(p'{x)d)''dx d' 1 




dx^ dx^ g>'(x) 




etc. und allgemein: 




{(p'{x)d)»dx d^ 1 


• 


dx^-^ — dx^ fp'^x) 




Folglich hat man: 




d^x rf«-i dx 





dx^ d,r^ 
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> 


-1 


{<p'{x)dydz 


k—n- 

> 


1 


1 



k=\ 

In der obengenannten Abhandlung ist jedoch die vorausgesetzte 
Entwickelung nur für die zwei FUle %^=^x und x =» ^ ausgeführt. 



ZwelundzwanzigTstes CapiteL 

Eine besondere Formel für die negativen ganzen Potenzen 

von Functionen. 



Es ist bisher von keiner der Formeln die Rede gewesen, 
welche für die Functionen 9ec x, tg x und die diesen entspre- 
chenden Exponentialfunctionen zu verschiedenen Zeiten aufgestellt 
worden sind, und zwar in der Absicht, alle hierher gehörigen 
Formeln später in einem besondem Abschnitte zu behandeln, vor- 
her aber noch einen allgemeinem Sfeitz herzuleiten, welcher zu den 
vorhandenen Formeln einige neue für dieselben Functionen hinzu- 
liefem wird. Es sei 

?7— (\—u)v 

A— 

Wir wollen das Prodnct ÜV nach Potenzen von // entwickeln; 
diess giebt: 



IS9 

UV — ^ [p + h — l)p-i «* (1 — '/)»' 
h—O 

and wenn man k — h für ^ setzt, 

A— >&^ 

and wenn man die Sammenzeichen yertauscht: 

°^ (-l)*«*^^(-l)*(/^+Ä-l)p_i/^*_Ä 

wo die Bedingangen h'^ k, h^k — p nicht hinzagefügt za 
werden braachen, weil p^-h sowohl für h^ k^ als auch für 
h<C^k — p Yerschwindet. Um den Werlh der ersten Snmme zu 
finden, setze man sie =Ak9 and ziehe auf beiden Seiten dieselbe 
nebenstehende Grösse ab, dann ist, für >&>>0, 

Ä=«y 

^» - ^ (- 1)* (/» + /'- \)vPk-k+^ -^^^^ 

— ^ (- 1)* {p^h- l)p_i ;,»_« 
h—O 

k — h+i 



- ^" (- 1)* (/» + ^ - l)p /»*-»+x 



h—O 



Jk — A 
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-^(-i)*(^+A-i),_.^*_. (i-A^±A) 

>4— 

- ^ (- 1)* iP + A)p PK-k ^ 

A—0 

Setzt man auf der linken Seite ^ + 1 fUr A, und beachtet, dass 
das erste Glied der Samme -^ ist, so erh&It man: 

A=y — 1 
A—O 

- ^ (- 1)* iP + /*)p PH-k ^ 

Die beiden Summen heben sich gegenseitig bis anf das letzte Glied 
der rechten Seite, und es bleibt: 

^H ~ {- l)" {P + 9)p PH-, ^^ 

Dieser Ausdruck yerschwindet für Jk^f, und fflr >& — erh&lt maa: 

/4=0 
denn alle Glieder rerschwinden bis anf das erste. Nnn nar 
^-^p+9 

UV — ^^ (— 1)» A^ «* 



Jk — A 



^o 
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Setzt man für ji^ seine Werthe, und entfernt die yerschwinden* 
den Glieder, so erhält man: 

ond -wenn man k-^-q V^x k setzt, 

k^=p 

Setzt man jetzt «/«-—, dividirt die Gleichang durch «•» , und 

y 

differenziiirt sie i»mal nach x^ so kommt: 

>fe— 1 

Führt man die Differenzialion der linken Seite saccessiye aus, so 
wird, wenn n<^p ist, die Grösse (1 j ein Factor des Re- 
sultates sein, weil sich der Exponent derselben bei jeder Diffe- 
renzialion nur um 1 yermindert. Der andere Factor ist offenbar 
eine ganze Function der Grössen 

1 d%^ rf^ «^ 

1^ ' "^ ' äx ' dx' '" dx^ 

und kann daher nur für gewisse Werthe von x eine Unterbrechung 
der Stetigkeit erleiden. Folglich Terschwindet der Ausdruck für 

1 «»0 oder y -» «. Setzt man also nach der Differenziation 

y 

y = X, SO ist 



n—q 



= 



dx^ 

11 
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für p^n. Setzt man jetzt 
p = »+ 1 + v 

so wird 



^-j— P^ (»t + ^ + f^ + i'W/i 



Führt man diese Werthe ein, ond setzt ^ + 1 für^^ so er- 
hält man: 

-^-_ =- {m + (i) (i» + » + ^c + v)^^^ X 

wo ju und 1" zwei willkührliche positive ganze Zahlen sind. Diese 
Formel wird identisch mit Gleichung (20), wenn man dort a = — m, 
und hier ^ — i/— «0 setzt 
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Dreliindzwaiizfipstes CaptteL 

Anwendung der letzten Formel. 



Es sei in der so eben erhaltenen Gleichang erstens z «=» cos ar, 
so ist 

folglich nach der Snbstilution: 

y^ A: + m + fi 

A—0 
Es sei femer x^^ef^^ + ceß^, so ist: 
d^ . x*+/i* 

— -— — «s ^(*+iU)a« X 

A— 
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und wenn man diess einfuhrt. 



Ferner sei 2 = jr« + cori^, so ist: 



1 . 2 . . • w a:(*+/w)«— » X 



"^ (k + (^)hC^{{k + (JL)a + h(ß — a)]„ JTÄOS-«) 
A— 
und wenn man diess substitairt, 

5^ — ^-^ — ^- — ^{m + ^){m + n + ^ + y)m+|U — — — X 

/^ (- 1)* ('* + »')* jk^„,j^^, (•*•" + ^^/»)-*-^^ X 

^— 

Ä— 

Aus diesen drei Formeb lassen sich andere ableiten. Man hat 
nämlich: 

dtgx , 

dx 
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d^ t cos ar 



dx'- 



— aec'^ X 



— -^ — — 2 co%ec 1 X 
dx 

-j ; — — (c — a)a (e2 + ce 2) 

dx ^a« + C ^ ^ ^ * ^ 



-2 



OCX 



dx 1 + ae— 

woraus folgt, dass 

rf" tg X rf""* . sec^ X 
dx^ "" dx^-^ 

d^lcosx d'^—^,sec^x 

dx^ *™ "~ dx^-^ 

d^ ttg X ^ </"""* cosec 2x 
dx^ '^ dx^-^ 

Jn ^ax^a , . d^-^.(eT -^ ce'~T) 

' a. (C a) tt 



(54) 



— ^\-2 



dx^ ^«*4-c ^ ^ dx^-~^ 

d^/(a + ^«*) «/»-> . (1 + a ^— aar)— 1 

Durch Substitolion von x — -nr erhält man femer Formeln für 

cosec^x, cotjT, lainx. Um die höhern Diffq. der Potenzen der 
Tangente zu finden, kann man entweder tg^x in sm^^xsec^x 
zerlegen, nnd die Leibnitzische Formel anwenden; oder die Po- 
tenzen der Tangente nach Potenzen der Secante entwickeln. Im 
letztern Falle ist jedoch zu unterscheiden, ob der Exponent ge- 
rade oder ungerade ist. Ist er gerade, so hat man: 

tg2mjp = (_ l)m (1 _ ,^^2 jp^m 

— (— l)^ J^ (— l)P mp aec^vx 
und, da das erste Glied bei der Differenziation yerschwindet, 
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p—m 



f^ll^^ — (- l)m '\' (_ 1)P « 

rf"j: ^ ' X dar« 

Setzt man für die letzte Grösse ihren Werth, so kommt : 

(— 1)«^" (— 1)'' mp (2p + ^) (2/> + « + ^t + v)„+K X 
p-l 

A— 

oder, wenn man das dritte Sommenzeichen mit den beiden flbrigen 
Tertansclit, 

—^ (-1)"»^ (-!)*(» + '')* (-2-) X 

A— 
p=m 

Der Gewinn bei der letzten Umformung besteht darin, dass die 
zweite Summe in zwei Factoren zerfidlt, indem die erste von A 
unabliängig iis»t. 
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Ist der Exponent yon tgx ungerade, so hat man: 
tg 2m4-i jp _ {—\>{«itgx{\— aec'^xf^ 

— (— 1)« /g- jT + (^ I)« ^^ (— l)PfÄp tgxsec^Px 

p^\ 
Nim ist 

^ — 2p tg x sec^P jc 

folglich 

P'^m 

Setzt man für den letzten Factor seinen Wertb, und vertauscht 
die SummenzeiChen wie vorher, so kommt: 

+ (-ir^(-i.M-+^+i).(-^r"x 

\ (Jk+fi)H(2A — Jk'-iii)''+^coA{2A-^A — fi)x 



-^^ X 



y 



wo der erste Theil der rechten Seite nach Gleichung (54) zu be- 
stimmen ist. 
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Tlemndzwanzlgrstes Capltel. 

Zusammenstellung aller bekannten Ausdrücke für die hö- 
hern Differentialquotienten der Secante, Tangente und der 
diesen entsprechenden Exponentialfunctionen. 



Obgleich Yon den zwei genannten Kreisfunctionen die Secante 
offenbar die einfachere ist, nnd sich die höhern Diffq. der Tan- 
gente leicht ans denen der Potenzen der Secante ergeben, so hat 
man doch gewöhnlich den umgekehrten Weg eingeschlagen, and 
die Formeln für die Secante auf die der Tangente durch die 
Gleichung 



SCC X 



l'S'(f + T)-T''S'(Y-T) 



zurückgeführt. Der Erste, welcher mit der Entwickelung der For- 
mel für die Secante angefangen hat, ist, so viel ich weiss, Gu- 
dermann, welcher iu seiner Theorie der Potenzial- und cyklisch- 
hyperbolischen Functionen (Grelle, Journ. der Mathem. Bd. VI. 
H.IY. pag. 311) für beide Functionen Formeln giebt. Da er zur 
Bestimmung der Goefficienten Localausdrücke (oder Goefficienten 
der Entwickelung yon Potenzen eines Polynoms, yon denen wir im 
XX. Gapitel gesprochen haben) gebraucht, so sind wir genöthigt, 
die independenten Ausdrücke für deren Werthe selbst zu suchen. 
Die Herleitung der Formel für die Secante lässt sich indessen 
ohne wesentliche Aenderung ihres Ganges auf jede beliebige Po- 
enz der Secante anwenden; daher wollen wir zuerst die allge- 
meinere Function 9ec^x behandeln. Durch successiye Differenzia" 
ion erhält man: 

dsec^jc 

— -j — — a *^c«+i jT 9tn X 
a X 

d'^ sec^x 
- j ^ «a — a* sec**x -|- a (o -|- 1) *^ca+2 x 
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— > — r — ■ = - « ^ ^^<?«+i jc stn X 

+ a (a + 1) (a + 2) sec^'\'^x sin x 
«f * sec^ X 



X' 



= a*secf^x 



+ a (« + I) (2a2 + 4« + 4)*^e?cf+2^ 
— a (a + 1) (a + 2) (a + 3) sec^+^x 

Liässt man die constanten Coefflcienten für's Erste unbestimmt, so 
erli£Qt man den allgemeinen Ausdrack: 

%J. - ^(-l)»+*^..^c«+2.^ (55) 

n 

Um den Werth Ton A^ zu finden, differenziirc man die Gleichung 
noch zweimal, so kommt: 

k^>^n 

d^^+^sec(*x 



^> (— 1)*+'» (a + 2Jk) Ah *^c«+2X'+i 



>&— 

[*^t?«+2^^ + (a + 2>& + 1) *^e«+2^+2 ^ *//»2 j,j 

and da die Parenthese 

= — (a + 2>fc) *^c«+2Är j: + (et -^- 2>& -J- 1) Ä^c«+2^+2 jr. 

ist, 



.r^*«Vi JT 



rf^2it4-2 



"N- (— l)Ä+n4-l {a-^t^Y Ah ^^C«+2* 



X 



+ ^N^ (— 1)*+» (a + afe) (« + 2>fe + 1)^ ^ft tf^c«+2*+2^ 
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Entwickelt man die linke Seite nach der Toransgesetzten Formel 
(55), und setzt zugleich im zweiten Theile der rechten k — 1 für 
ky so erhalt man: 

k=n^\ 

"> (— l)*+«-l-i Ah *^c«+2*^ _ 

k^=n 



^ 



(— l)*+ii+i (a + 2>&)* Ax *«?«+2*jp 



>&=0 

+ "% (— l)*+«+l (a + 2>& — 1) (a + 2/&— 2) jf^-i *i?£?«+2*^ 

>& = 1 

Darch Yergleichung der Coefficienten der gleich hohen Potenzen 
Yon %ec X ergiebt sich: 

n+l n n 

^^ _ (a + 2^)^ ^^ -1- (« + 2>fe — 1) (o + 2^— 2) ^^^j 

n+l n 

«+1 » 

^n+l — (« + 2/») (a + 2#» + l) An 

Setzt man in der ersten von diesen drei recurrircnden Gleichun- 
gen r — 1 für Uy multiplicirt mit (« + 2^)2»— 2r^ ^ßJ snmmirt 
dann nach r zwischen k-^V und #», so erhalt man: 



> 



(« + 2>&)2»-2r J^ 



r— >&+l 

"N (a + 2>&)2«-2r+2 Ah 
r=k'\'\ 



+ (a + 2^— 1) (a + 2>fe- 2) "^ (a + 2>fe)2»-2r ^^^ 
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Aus der dritten recnrrirenden Gleichung erh&lt man, indem man 
k — 1 für n setzt, 

(a-h2>&)2»-2*Jf^ _ 

(a + 2>& — 1) (a + 2/& — 2) (o + 2>fe)2«-2* J[^_^ 

Addirt man diese Gleichung zu der yorhergehenden, so lassen sich 
beide Seiten derselben ak erste Glieder in die Summen aufneh- 
mea, und man erhalt: 



n 



> 



(a + 2>&)2«~2r Ah 



n 



"^ (a + 2>&)2n~2r+2 Jf ^ ^ 

+ (a + 2>& — 1) (a + 2>fe — 2) ^ (a + 2>&)2«-2r ^"j^^^ 

r— ^ 

Setzt man im ersten Theile der rechten Seite /t + 1 für r, so 
hebt er sich • gegen die linke, Ton der nur das letzte Glied übrig 
bleibt, und man erhält: 

Ji^ ^ {a + 2Jk— 1) {a + 2Jk — 2) ^ (a + 2>&)2«-2r jI_^ 
Für ^«»0 hvt man nach der zweiten recnrrirenden Gleichung: 

n n— 1 n— 2 

1 

_ «211-2^^ ^ «2» 

Für Jk'^l erhalt man: 



i--2r «2r— 2 



J^ _ (a + 1) a"N (a + 2)2«~2r aS 



r^l 
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2r— 2 



-(« + !)«(« + 2P-2 '^ ( -^) 
— (a + !)•« (a + 2)2"-2 V« + '-«'' 



\« + 2/ 

-= 4- « [(« + 2)2»— «2»] 

Far /&-=<2 erhält man: 

r— « 

J, _ (« + 3) (« + 2) ^ (« + 4)2»-2r ^~/ 

r— >2 

Setzt man für den letzten Factor seinen Werth, und summirt die 
dadurch entstehenden zwei geometrischen Reihen, so findet man 
nach einigen leichten Reductionen: 

^2 = ^ [(« + l)«(a + 4)2'«— 2(a + 2)a(a + 2)2» 

+ (« + 3) « a^i] 

Aus dieser Entwickelung sieht man, dass die Reihen, durch welche 
die A dargestellt werden, nach den Potenzen a^», (« + 2)^», 
(a -1-4)2'*, etc. fortschreiten. Wir wollen daher setzen: 

A=Jk 



Jk = "^ (— 1)*+* A (« + 2/#p 



und die Grössen B so zu bestimmen yersuchen, dass die ji den 
drei recurrirenden Gleichungen genügen. Führt man den ange- 
nommenen Werth der letztern in die erste recnrrirende Gleichung 
ein, so kommt: 

A=Jk 
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(a + 2>fc)2 "N (— 1)*+Ä i?^ (« + 2//)- 



+ (a + 2>& — 1) (a + 2>&— 2)^^(— l)Ä+Ä+li(^\a + 2/02/i 

Diese Gleichung wird erfflllt, wenn 

Ä [ (« + 2/#)^ — (a + 2/?) ] — 

— (a + 2/& — 1) (a + 2/& — 2) ÄA 

gesetzt wird. Daraus ergiebt siel: 

*ri (a + 2>&— 1) («-h2>&-~2) *r-l 
^* ~ 4(>&— /*) la + >fe + /*) ^* 

Setzt man nach einander ky k — 1, k — 2, etc. ... A + 1 für >&, 
und multiplicirt alle diese Gleichungen, so erhält man: 

Bu — 4A-*A X 

(« + 2>fc— 1) (« + 2>&— 1) ... (a+2Ä) 



1 .2...(>&— ii)(a + >&+>4) (a + >& + >4— l)...(a + 2Ä+l) 

n 

Substituirt man diesen Werlh in den Aasdruck ffir^^, so kommt: 

h—k 

^k - -j^^^^^i- l)n'^A{a+2k),^, (a+2yl)2n+l (56) 

A— 

Führt man nun diesen Werth in die zweite recurrirende Gleichung 
ein, so hat man A = j&=»0 zu setzen, und es kommt: 

n+l 1 o 



n «2 

«2 ^ „ ?L ^^ a2n+l 
a 



Hieraus sieht man erstens, dass diese Gleichung für jeden Werth 
Yon Bn erfüllt wird, und zweitens, weil 
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n 



o 
o 



ist, dass i^o B» 1 sein mass. 

h 
Nun bleibt noch fibrig, die B^ so zn bestimmen, dass die ^ 

die dritte recurrirende Gleichung erfüllen. Zieht man diese yon 

der ersten ab, nachdem man daselbst ^ + 1 für ^ gesetzt hat, 

so bleibt: 

fi 

Da nnn der gefundene Ausdruck die erste Gleichung für jedes 
noch so grosse k erfüllt, so kann man an die Stelle der dritten 
die eben aufgestellte setzen. Führt man den Ausdruck der A in 
diese Gleichung ein, so kommt: 

^ (— 1)» 4* A (« + 2» + 2);^*+! (« + 2Ä)2»+» - (57) 

o 

Setzt man nach der Reihe » >=>< 0, 1, 2, ... nnd für Bt, seinen 
Werth, so kommt: 

(a + 2) a — 4 Ä, (o + 2) = 

{« + 4),a» — 4i. (« + 4),(« + 2)' + 4«ä\(« + 4)» = 

(tf + 6),«» — 4Ä, (a + 6), (a + 2)» 

H- 4'Äj(« + 6) (a + 4)» — 4»Ä,(a'+6)» = 

Entwickelt man Merans die Werthe Ton B^,B^, B^, so ergiebt sich: 

h^ = 4-' a 

i, -.4-^(«+i), 

i, -4-'(a + 2), 
so dass man setzen kann: 

A =4-A(a + Ä-l)A (58) 

Um zu zeigen, dass dieser Werth die Gleichung (56) befriedigt, 
setzen wir zur Abkürzung: 



175 

^^ (— !)»(« + 2^)»-» (« + Ä - 1 )» (« + 2//)2»+' (59) 

A—0 

= /(a, ^, ») 

80 ist zn beireisen, dass 
ist. Nun hat man: 

(a + 'Uy — «'' + 4^ (« + A) 
folglich: 

{a + A — 1)h (a + 2/#)«»+» — 

(o + 2Ä)2»-l [o« (« + ^ — 1)» + 4« (a + 1) (a + A)^i ] 

Fahrt man dless in Gleichnng (59) ein, ond zerlegt die Snmme in 
zwei den beiden Gliedern der Klammer entsprechende Theile, so 
erhält man: 

/(«,*,») — 

«' ^ ( - 1)» (« + 2^)»_» (a + /* - l)ft (a + 2A)2n-l 

h—k 

+ 4« (« + 1 )^^(— 1 )* (o + 2^) A^ft (« + ä)a_i (a + 2^)2»-i 
A— 

Der erste Theil ist ■— a'^f{a,k,n — 1); setzt man im zweiten, 
dessen erstes Glied Terschwindet h-\-\ Vix h, so kommt: 

/(a, k, n) •— «*/(«, ^, «— 1) 

A-=^— 1 

— 4« (o+l)^ (— 1)» (a+afc)»-»-i (a+^J-1)» (o+2>H-2)2»-i 



)— 
das ist: 
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f{a,k,n) = a'' f{a,k,n — 1) 

— 4« («+!)/(« + 2, k—\, n—V) 

Hierans folgt, dass sich f{a, k, ti) in eine Reihe entmckeln lässt, 
wo jedes Glied einen Factor Ton der Form f{a',k',Qi) hat, wo 
^'>0 ist, Toraasgeselzt, dass k^n ist Folglich Terschwindet 
/"(«, k, n) für ^ > «, wenn allgemein f{a', /r' 0) = ist. 
Nun hat man: 

/(«,^,0) = 

- ^" <- 1)* (« + 2/&)k_» (a + h)H ^— . « 

h=k 

- '^ (- 1)* (« + 2^)»_»+, (« + Ä - l)ft_, '^ ~^ +i . « 

■ 

Denn, was die zwei hinzugefügten Summen betriift, so sieht man, 
wenn man in der letztern h-\-\ %x h setzt, aaf der Stelle, dass 
sie sich gegenseitig heben. Man kann indessen, da die Grenzen 
aller drei Summen fibereinstimmen, die Gleichung auch so schreiben : 

/(«,^,0) = 

^^ (- 1)* [(« + 2^)»_fc (a H-Ä - 1)ä (« + 2A) 

A— 

Ic h 

— (o + 'ik)n-h (« + A)ft — j— . « 

— (« + 2^)fc_Ä+i (o + A — l)»_i ~^"^ . o] 
h^k 

— "^ (- 1)» (« + 2^)*_A (« + Ä - 1) X 
A~«0 
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L /« h k k \ 

Da der Ausdruck in der Klammer «»0 ist, so ist: 

/(a,^,0) — 
folglich isty wie wir gesehen haben, 

/(a,^,w) — für >fe>« 
folglich auch: 

/(a, « + !,») — 
was zu beweisen war. 

Führt man aus Gleichung (Ö8) den Ausdruck der B in die 
Gleichung (56) ein, so kommt: 

Jr „=- ^ * ^) V 

^~ (— 1)* (« + 2^)»-A (« + Ä - 1)a (a + a«)2»+i 
Ä— 

und sabstitnirt man diesen Ansdrnck in die Gleichnng (d5), so er- 
halt nrdn: 






y 



X 



rf:r2n '^ ^ ^ 4* (« -f- 2>t) 

>&— 

^" (— 1)* (« + 2^)*_A (a + A- 

Differenziirt man die GleichoDe, so kommt: 



da;2n^-i 



y 






12 
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Für a — > 1 werden beide Gleichungen : 



> 



da^ ^ ' X 4»(2ife+l) 



X 



y 



(- 1)» {2A + l)fc_» (2^ + l)a«+i 






y 



h—k 

^ (- 1)* (2>& + 1)»-* (2Ä + 1)»»+» 

/l— 

Zwei andere Formeln fOr die Secante ergeben sich aas den all- 
gemeinem im X. nnd XXm. Capitel, nämlich : 

rf" »ee X , , / 1 



^^•*-^('* + 2y>< 



^ (- 1)* nn 'P^^r-T^ X 



A— 1 
>&— 
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A— 

Die erste Fonnel für die Tangente ist Ton Pf äff aufgestellt 
worden, und findet sich an der angeführten Stelle in Hinden- 
bnrg's Sammlung comb. Abh. Die Herleitung ist auf die Snmma- 
üon einer unendlichen Reihe gegründet, deren Ausführung uns zu 
weit führen würde ^ wir wollen uns daher mit dem Beweise der 
Formel begnügen; sie lautet: 

>t— 1 




tg£^^±z}yL^ cos2ka: X 

^— — n 



2 



(- 1)» (2» + 2)„_fr.* ^»+1 



Man kann indessen beide Ansdrflcke unter einer gemeinscliafüicliai 
Form begreifen, nämlich: 



2 

A— 1 



im 



Selzt man der Kürze wegen 

i* — ^^ (— i)* {n + 1)ä_m-i A" (60) 



A— I 

so ist zn beweisen, dass 



R 



ist; oder, was dasselbe ist, dass dieser Ausdruck seine Form be- 
hält, wenn man ihn nochmals differenziirt; denn fflr ^ — 1 ist er 
richtig, indem man erhält: 

dtg X Aq 1 



da; cos^ JC cos- ar 

Differenziirt man die Gleichung, so kommt: 

-^, ^A, CO^n-2^ X 

>&— 

I (/i + 1) 9in X sin [(2^ — n + l)x H — 5- j 

+ {2Jk--n + l) €09 X COM [(2>& — n + i)x'^ ^] 1 
Der Ansdrock in der Klanmer ist* 



— {k+ 1) cos hlJk—n)x-\- ^1 
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(>& + 1) »in [(2Jk~n)ar+ - J-"] 

A;) sin [(2>&— » + 2) j: + ^ili 7i\ 



Sobstilnirt man diesen Werth, nnd setzt im zweiten Theile >&— 1 
für ^, so kommt: 

Dieselbe Grösse soll auch 

= — cos-^-^ar ^ Ah sin | (2^ — n)jC'\ ^^— tt | 

>&— 

sein 9 was der Fall ist, wenn zugleich 

Ak — {k^V]Ax~{n — k-\-\)AH-i 

«4-1 n 

^0 — ^o 

ist Es ist daher nur noch zu beweisen , dass der Ausdruck der 
A in Gleichung (60) diese Gleichungen befriedigt. Führt man 
ihn in die erste ein, so kommt: 

h^k + l 

^^ (— 1)Ä (n + 2)ä_ä+i ä«+» — 
^-»1 



(^ + 1) "^ (- 1)» (« + l)*-»+i A" 

— (« — ^ + 1) '^ (— 1)» (m + 1)»_A /*« 

oder 

^' {- 1)» /*» [ä {n + 2)ft.^H., — (^ + 1) (» + !)»_»+, 

-1 

+ (« — ^ +!)(«+ l)fc_»] — 

Die Grösse in der Klammer ist 

[(/* + 2)Ä— (>& + !) (/»—>&+A+l) + {«—>fc + l)(^->i + l)] 

c» 

Folglich wird die erste der drei GleichuDgen befriedigt Die zweite 

n 

wird es , insofern ^^ »- — 1 , also mabbängig Von n ist Die 
dritte erfordert , dass 

^ (- 1)* {»» + 2)„^*+2 A^+i — 
A— 1 
oder, was dasselbe ist, dass 

"N (— 1)* (« + 2)a i4«+i — 0" 

A— 1 

ist. Diess ist nach einer bekannten Formel der Fall; aossefdem 
erhellt es sogleich, wenn man die identische Gleichung 



18» 

A—n+2 

A— 

^i» + 1 mal Bach ar differenziirt, und alsdann «r»sO setzt, wo- 
durch die linke Seite wegen des Factors 1 — &^ yerschwindet. 

Hiermit ist die aufgestellte Formel ToUständig bewiesen, und da, 

n 

wie wir gesehen haben, ji^ mm, Q ist, so kann man das letzte 
Glied der zweiten Summe weglasen, und erhält: 

km=»n — 1 
d^tg 









> 



/l— 1 

Diese Formel ist wesentlich dieselbe wie die, welche Scherk im 
4. Bande Tom Crell. Joumu pag. 303 gi'ebt, nämlich: 

k^\ 
h^k 

Die Formel tou Gudermann lässt sich aus der Yerallgemeker- 
ten Formel für die Secante ableiten. Es war nämüch 

dx^ "^ dar^-^ 

Setzt man demnach in den zwei ersten Formeln diese? C^üßl» 
a»,2, und n — 1 fürn, so erhält man, indem man zugleich jun 
der grosseren Kfirze des Ausdrucks willen A — l und k — I {ür 
A und k setzt, 
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k<^=^n 



. — =—5 — =a ( — 1)» > — j — gec^ X X 

^' (- 1)* (2^)»_ft Ä2» 

Auf dieselbe Art erhält man ans den genannten Gleichnngen im 
X. nnd XXIU. Capilel: 

/i^=xn -1 

Ä— 1 

J^ {2Am)Hm-'P p^-^^ cos (2p je + ^~ w) 
^^^ = (^t + 2) (^ + ^ + ^,+ 1)^+2 X 

^ (- 1)* (« + " ~ 1)* /^~^2 «ec*+H-2x X 
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Es ist bekannt, dass man Ton den Kreisfunctionen zu den £xpo<* 
nentialfunctionen übergehen kann, indem man ix fttr x setzt, und 
dass sich durch diese Substitution die hohem Differentialformeb 
für dieselben Exponentialfnnctionen aus denen für die Kreisfunctio- 
nen ableiten lassen. Die so erhaltenen Ausdrücke sind den ur- 
sprünglichen nicht nur durch ihre übereinstimmenden Goefficienten 
ähnlich, sondern sie werden auch für rB»0 mit ihnen identisch 
bis auf ihr Vorzeichen. Solche entsprechende Functionen sind z. B. : 

2 



%ee X und 



^ + 19 



<—x 



tgx nnd — 



Da man indessen durch diese Umsetzung nur sehr specielle Aus- 
drücke erhalt, die sich leicht unter allgemeinern Formen begrei- 
fen lassen, so mag es genügen, diese öfters angewandte Methode 
erwähnt zu haben; und wir wo^en nur noch yon einer unabhängig 
hergeleiteten Formel für eine hierher gehörige Function, nämlich 
/ (a + ^), reden, welche in der im XXI. Capitel genannten Schrift 
Ton^Scherk als ein Beispiel der Anwendung der eben daselbst 
beschriebenen Methode aufgestellt ist. Bei der genannlen Function 
kann man diess Verfahren auf doppelte Weise anwenden. Dlfferen- 
ziirt man sie, und sondert jedesmal den Factor €r^ ab, so er- 
hält man : 

dx l+a^-^ 

e^ddHa + e^) a 



dx^ {l + ae^'^y 

(e^d)''dl{a + e^) 1 . 2 . a^ 



dx^ {l + ae^'^y 

etc. und allgemein: 

{^d)^dl(a + e'') _ l.2...ka^ 

Führt man diesen Werth in die Gleichung 

^y « (_ 1)»^ _fi!l_ if^ 's: (_ 1)* H hn 
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* 

ein, wo man 

^ dx 

und n — 1 für fi ZQ setzen hat« so erhält man: 

k^^n — 1 , h'^^k 

>&— 1 >l=l 

Statt dessen kann man zweitens nach jeder Differenziation den 
Factor ^ absondern; dann erhält man: 

dx a + e^ 

{e-^d)^ l{a + e^) 1__ 

dx"^ ~ {a + e^y 

j e-^d jUi g + e^) ^ 1.2 
dx^ ^ {a + ^) ' 

etc. and allgemein: 

dx^ (a + e^)^ 

Führt man diesen Werth in die Gleichung 

rfo;'' ^ 1,2...>& i/4r* ^^ i) ^*A 
>&— 1 ii— 1 

ein, indem man y«— /(a^*^) setzt, so erhält man: 



'^Ji^y^-'^'*'*' 



k—l Jk^i 

Für dieselbe Grösse erhält man Ausdrücke aus den Formeln ifir 
Exponentialfunctionea im X. und XXIII. Gapiiel, indem man, mit 
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Berücksichtigang von Gleichung (61) in der erstem a »» — 1, 
e— a, ß=^0, y=— — 1, in der letztern j9i»-1, c=^a, a — 0, 
jC^ =»» — i setzt, and in beiden n am i vermindert; n&mlich: 

(1-4- ae^^\'-^^~^ 

(-i)M»-i) J'+;^;t X 

'^^^^Ji'^^ - (- 1)"+» (a* + 1) (» +^ + »);»+i X 

^»— fl + y 1 




5 



(-»).c.^>-.). "^|-';V" x 



A— 

Bei der Vergleichang der hier zasammengesfellten Formeln für 
dieselben drei Functionen tritt folgender durchgehende Unterschied 
zwischen den aus der Theorie entsprungenen und den auf andere 
Weise gewonnenen herror, um dessentwillen eine Uebereinstimmung 
nicht wohl denkbar ist. Jene entwickeln die betreffenden Grössen 
nach den absteigenden Potenzen der im Nenner erscheinenden Grös- 
sen COM X, a-\-e^; diese setzen sogleich die höchste Potenz der- 
selben als gemeinschaftlichen Nenner, da die Entfernung desselben 
die Entwickelung erleichtert. Dass die aus dem Scherk' sehen 
Theorem herrorgehenden Ausdrücke die erstere Form annehmen 
müssen, ist aus der Herleitung klar. 



Druck von Hlrgchfeld in Leipzig. 



